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Aus dem Vorwort zur ersten Äuflao;e der 
zweiten Abtheilun^. 



Der Lehrgang dieses zweiten Theiles wurde durch 
ähnliche Erwägungen vorgezeichnet, wie derjenige des 
ersten. Zunächst werden die einfachsten Beziehungen 
zwischen Grundgebilden zweiter und dritter Stufe auf- 
gestellt, und sodann der Reihe nach die neuen räumlichen 
Gebilde untersucht, welche von jenen Orundgebilden er- 
zeugt werden. Unter diesen Erzeugnissen befinden sich 
gewisse Strahlengebilde, welche bisher von den Geometern 
wenig oder gar nicht beachtet worden sind. Das Studium 
derselben schien mir von Nutzen zu sein für die weitere 
Ausbildung der Geometrie der Lage, und führte zu 
mehreren nicht uninteressanten Reihen neuer Sätze. 

Wie bei von Staudt bildet die Lehre von der Colli- 
neation und der Reeiprocität die Grundlage für alles 
Folgende, zunächst für die Theorie der Flächen zweiter 
Ordnung. Doch definire ich diese Flächen nicht, wie 
von Staudt*), als Ordnungsflächen räumlicher Polar- 
systeme, sondern mit Seydewitz^) unmittelbar als Er- 
zeugnisse reciproker Strahlenbündel, weil sie so dem Vor- 
stellui^svermögen leichter zugängheh werden. Freilich sah 
ich mich dabei genöthigt, für manche Eigenschaften jener 



■) von staudt, Geometrie der L^e, Nflmberg 1847, Seite 196. 

') Seydewitz in Grunert's Archiv für Math. n. Phys. Bd. 9, Seite 1: 
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VI Ana dem Vorwort zur ersten Auflage der aweiten Abtheilung. 

Flächen neue Beweise aufzusuchen. Die Lehre von der 
Affinität und Ähnlichkeit glaubte ich weiter ausführen 
zu müssen, als in den mir bekannten Werken über syn- 
thetische Geometrie geschehen ist. Manche von den 
schönen Sätzen, mit welchen uns der Schöpfer dieser 
Lehre, Moebius, in seinem barycentrischen Calcul be- 
reichert hat , dürften wohl hier zuerst ohne Rechnung 
bewiesen sein. Die ebenen und räumlichen Polarsysteme 
werden auch dem Anfänger keine grossen Schwierigkeiten 
mehr bieten, da sie ihm schon durch die Polarität der 
Curven und Flächen zweiter Ordnung bekannt werden. 
Im Nullsysteme bilden nach Plücker's Bezeichnung^) 
die Leitstrahlen einen „Unearen Strahlencomplex". 

Die letzten dreizehn Vorträge^) und die zweite Hälfte 
der Aufgaben und Lehrsätze betreffen fast ausschliesslich 
Gegenstände, die erst seit etwa zehn Jahren von den 
Geometern eingehend unsersucht werden. Die Eigen- 
thumsrechte jedes einzelnen Autors dürften hier noch 
nicht so allgemein bekannt sein, wie bei den vorher- 
gehenden Vorträgen. Ich halte es deshalb für meine 
Pflicht, überall die einschlagende Literatur sorgfältig an- 
zugeben, soweit sie mir zugänglich war, um so mehr, 
da ich unmöglich bei den einzelnen Sätzen jedesmal den 
Entdecker angeben kann. 

Von den Eaumcurven dritter Ordnung sind mehrere 
Eigenschaften schon lange bekannt. So beweist Moebius 
schon 1827 im barycentrischen Calcul (Seite 120), dass 
die Tangentenfläche dieser Curve von ihren Schmiegungs- 
Ebenen in Curven zweiter Ordnung geschnitten wird; 
Chasles*) stellt bereits 1837 den Satz auf, dass diese 



'] Plücker in den Philo eopliical Ttanaactiona, 1865. 
') [Darunter die Vorträge 15—17. 20-22, 24 und 25 dieser dritten 
Auflage.] 

3) Chaaies, Apercu bistorique, Note 33. 
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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage der Eweiten Abtheilung. TU 

Fläche von der vierten Orduimg ist; Cayley^) zeigt 1845, 
dass durch jeden Punkt des Raumes eine Sehne der Curve 
hindurchgeht. Zwei Jahre später beweist Seydewitz®), 
dass diese Raumcurve von zwei colhnearen Strahlen- 
bündeln erzeugt wird, und entdeckt zugleich, viele ihrer 
Eigenschaften. — Von späteren Autoren wird die Curve 
gewöhnlich als partieller Schnitt geradliniger Flächen 
zweiter Ordnung deflnirt; ich habe jedoch die Seydewitz'sche 
Erzeugungsart vorgezogen, weil sie uns sofort alle eigent- 
lichen und uneigentlichen Sehnen der ßauracurve liefert. 
Auch ergeben sich mit ihrer Hülfe äusserst einfach alle 
von Chasles^) ohne Beweis aufgestellten Sätze, welche 
Schröter*), Cremona^) und v. Staudt^) seither be- 
wiesen haben, und die in meinen zehnten und eilften 
Vortrag'') eingeflochten sind. Die Theorie der conjugirten 
Punkte und Ebenen in Bezug auf die Raumcurve dritter 
Ordnung ist Cremona^) und von Staudt^) zu danken; 
ich hatte hier einige Schwierigkeiten zu überwinden in 
Betreff der uneigentlichen Sehnen. 

Neu ist, wie ich glaube, der Inhalt des dreizehnten^") 
Vortrages bis auf einzelne, in anderer Art schon bewiesene 
Sätze über die Raumcurve dritter Ordnung. Die geo- 
metrischen Verwandtschaften zweiten Grades habe ich in 
grösserer Ausführlichkeit und mit anderer Bekundung 



') Cajlej in Liouville, Journal de Math., T. 10. 

") Sejdewitz in Grunett'a Arohiv f. Math. u. Pbys. Bd. 10, Seite 203. 

*) Chasles in den Comptea rendus 1857 oder in Liouv. Journ. de Math,, 
1857, Seite 397. 

') Schröter im Journal f. d. reiae u. angewandte Math., Bd. 56, Seite 27. 

") Cremona, ebenda Bd. 58, Seite 138 und Bd. 60, Seite 188. 

") von Staudt, Beiträge zur Geom. d. Lage, Nürnberg 1860, Seit« 298. 

') (den 20, und 21. der dritten Auflage]. 

*) Cremona in den Ännali di Matematica T. I und II (Roma 1858 und 
1859), und in den Nouv. Ännales de Math. 2« se'rie, T. 1, 1861. 

»I von Staudt, Beitrage z. Geom. d. Lage, 1860, Seite 321. 
'") [des 24. und 25. der dritten Auflage]. 
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VIII Ans dem Vorwort zur ersten Auflage der zweiten Abtheilung. 

schon in der Zeitschrift für Mathematik und Physik Bd. XI 
bearbeitet. — Die in einander liegenden coUinearen Grund- 
gebilde hätten auch vor den Raumcurven dritter Ordnung 
erledigt werden können; jedenfalls aber wird die An- 
zahl ihrer entsprechend gemeinschaftliehen Elemente am 
Leiehtestenmittelst jener Raumcurven gefunden. Die Sätze 
über involutorische Systeme verdanken wir vonStandt^). 



') von Staudt, Geom. d. Lage (1847), Seite 127 und Beiträge s 
m. d. Lage (1856), Seite 63. 



Zürich, den 5. October 1867. 

Der Terfesser. 
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Vorwort zur dritten Auflage der 
zweiten Abtheilung. 



Die wichtigste Neuerung in dieser dritten Auflage 
ist das Erscheinen einer zweiten und einer dritten Ab- 
theilung an Stelle der bisherigen zweiten. Seit der zweiten 
Auflage des Buches 1877/80 ist zu seinem bisherigen In- 
halte so viel Neues hinzugekommen, dass diese andere 
Gliederung des umfangreicheren Lehrstoffes zweckmässig 
erschien. Von den drei Theilen enthält der erste im 
Wesentlichen die Lehre von den projectiven einförmigen 
Grundgebilden und den durch sie erzeugten Curven, Ke- 
geln und Regeischaaren zweiter Ordnung, Der vorliegende 
zweite Theil handelt hauptsächlich von der Collineation 
und der Correlation der Grundgebilde zweiter und dritter 
Stufe, von den Flächen zweiter Ordnung, welche durch 
reeiproke, und von den Strahlencongruenzen und cubischen 
Baumcurven , welche durch collineare Bündel oder Felder 
erzeugt werden; er umfasst ausserdem die Polar- und 
die Nullsysteme wegen ihrer innigen Verbindung mit den 
Flächen zweiter und den Kaumcurven dritter Ordnung. 
Der dritte Theil enthält namentlich die Theorie der 
tetraödralen Strahlencomplexe , welche durch je zwei 
collineare Räume, und die der cubischen Flächen, welche 
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X Torwort zur dritten Auflage der zweiten Abtheilung. 

durch je drei collineare Bändel erzeugt werden, und im 
Anschlüsse hieran die Theorie der Büschel, Bündel und 
Gebüsche von Flächen zweiter Ordnung. Der zweite 
und der dritte Theil zählen zusammen fünfzehn Vorträge 
mehr, als der bisherige zweite Theil, zweiundzwanzig 
mehr, als dessen erste Auflage; auch ist die Samm- 
lung von Aufgaben und Lehrsätzen im Anhange be- 
trachtlich vermehrt. Die dreissig alteren Vorträge 
beider Theile sind grossentheils umgearbeitet und durch 
wesentUche Zusätze bereichert, auch anders gruppirt 



Im zweiten Theile haben bei der Lehre von der 
Collineation und der Correlation nunmehr auch die 
wichtigsten Ausartungen dieser Verwandtschaften Berück- 
sichtigung gefunden. Der neunte Vortrag über conjective 
collineare Grundgebilde und involutorisehe Collineationen 
ist der 17. der zweiten Auflage und erheischte an so 
vorgerückter Stelle eine anderweitige Begründung. Ganz 
neuen Untersuchungen über symbolisches Rechnen mit 
geometrischen Verwandtschaften, über eyclische Colli- 
neationen und harmonische Verwandtschaften sind die 
Vorträge 10, 11 und 12 gewidmet. Die beiden folgenden 
Vorträge 13 und 14 über conjective reciproke Grund- 
gebilde, polare Felder und räumliche Polarsysteme sind 
aus dem bisherigen 9. Vortrage entstanden; neu hinzu- 
gekommen sind in ihnen u, A. die invarianten Beziehungen 
von Curven und Flachen zweiter Ordnung und die Aus- 
artungen der Polarsysteme. Die Vorträge 15, 16, 17 
über den quadratischen Axencomples eines Polai'systemes 
und coasiale Flächen zweiter Ordnung, über confocale 
Flächen zweiter Classe, ihre Poealeurven, Krümmungs- 
linien, Focalasen, Kreissehnitte und Normalen sind neu 
ausgearbeitet; in ihnen haben die Vorträge 21 und 25 
der zweiten Auflage eine bedeutende Erweiterung und 
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Votwort zur dritten Auflage der zweiten Alitheilung. XI 

zum Theil andere Begründung gefunden. In den früheren 
Auflagen erörterte ieh zuerst die tetraödralen quadratischen 
Strahlencomplexe imd hernach die Äxencoraplexe der 
Flächen zweiter Ordnung als Specialfälle jener; jetzt aber 
bringe ich die Theorie der Axencomplexe und überhaupt 
der Flächen zweiter Ordnung zu einem gewissen Ab- 
schlüsse unabhängig von den allgemetneren tetraödralen 
Complexen. 

Zu dem linearen Strahlencomplexe und dem Null- 
systeme gelange ieh im 18. Vortrage auf andere Art als 
bisher, indem ich von der Sylvesterschen Erzeugung des 
Complexes ausgehe; der Axencomplex des KuUsystemes 
ist in diesem, die Abbildung oder projeetive Beziehung 
des linearen Complexes auf den Punktraum ist im 19. 
Vortrage neu hinzugefügt. Im Vortrage 20 wird der 
bisher fehlende Nachweis geführt, dass zwei eubische 
Eaumeurven, die auf einer Fläche zweiter Ordnung liegen, 
im Allgemeinen vier oder fünf Punkte gemein haben, 
je nachdem sie unendlich viele oder nur vereinzelte ge- 
meinsame Sehnen besitzen. Im Vortrage 21 sind neu 
die lineare Congruenz projectiver Ebenenbüschel und die 
Keihe coUinearer Strahlenbündel. Der ganze 23. Vor- 
trag über invariante Beziehungen cubischer Raumcurveu 
zu Polarsytemen und cubischen Ebenenbüscheln ist neu 
hinzugekommen. Aucla der Vortrag 26 über lineare 
Strahlencomplexe als TrSger anderer lineai-er Complexe 
ist neu his auf wenige, früher im Anhai^e enthaltene 
Satze über Büschel, Bündel und Gebüsche linearer 
Complexe. 

Vom Anhange dieses Theiles seien als neu hervor- 
gehoben die Abschnitte über die Focalaxen eines geschaart 
involutorischen Raumes, über Kotationsflächen zweiter 
Ordnung und ihre Brennpunkte, über Polfünfecke und 
Polsechsecke eines Polarsystemes, über die Normalen 
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XII Vorwort aur dritten Auflage der zweiten Abtheilung. 

und den cubischen Polareomplex einer Flache zweiter 
Ordnung, über die Verschiebungssehnen congruenter Räume 
und das zugehörige INullsystem, über eubische Ordnungs- 
curven eines Nullsystemes und über zwei merkwürdige 
Bewegungen eines starren Körpers. 

Strassburg i. E., den 7. Februar 1892. 

Der Verfasser. 
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Erster Vortrag. 

Collineation und Correlation von Grundge'bilden 
zweiter Stufe. 



Im ersten Tbeile dieses Buches haben wir hauptsächlich mit 
den einförmigen projectiven Grundgebilden und ihren Erzeugnissen, 
den Curven, Büscheln, Kegeln nnd Uegelschaaren zweiter Ordnung, 
uns beschäftigt. Wir wenden uns nunmehr in diesem zweiten 
Theile zu den versehiedenartigen projectiven Beziehungen, die 
zwischen Grundgebilden zweiter oder dritter Stnfe sich herstellen 
lassen, und werden sodann die Erzeugnisse projectiver Strahlen- 
bändel und ebener Felder, insbesondere die Flächen zweiter Ord- 
nung und die eubisehen Raumcurven eingehend untersuchen. 

Zunächst können wir unsere Betrachtungen über die perspec- 
tive Lage einförmiger Grundgebilde hier bei den Grundgebilden 
der zweiten Stufe wiederholen. Wir nennen nämlich perspectiv: 

1) ein ebenes Feld and einen Strahlenbändel, wenn das erstere 
ein Schnitt des letzteren, und umgekehrt der Bündel ein 
Schein des Feldes ist; 

2) zwei ebene Felder, wenn sie Schnitte eines und desselben 
Bündels sind; 

3) zwei Strahlenbündel, wenn sie Seheine eines und desselben 
ebenen Feldes sind. 

Der Sehein, den eine ebene Landschaft in Ihr Äuge wirft, 
ist demnach ein zu der Landschaft perspectiver Bündel. Denken 
Sie sich diesen Sehein durch eine neue Ebene aufgefangen oder 
geschnitten, so erhalten Sie ein perspectives Bild der Landschaft, 
oder ein zweites ebenes Feld, welches zu demjenigen der Land- 
schaft perspective Lage hat. Nach zwei verschiedenen Punkten 
endlich wirft die Landschaft zwei Scheine, welche offenbar zwei 
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2 Erster Vortrag, 

perspective Bündel sind. Poncelet und nach ihm Chasles be- 
zeichnen die perspective Beziehung von Grundgebilden mit dem 
Namen „Ho Zoologie". 

Wenn wir in einer Reihe von Gmndgebilden der zweiten 
Stufe jedes auf das folgende perspectiv beziehen, so wird, ähnlich 
wie bei den einförmigen Grandgebilden , auch das erste auf das 
letzte bezogen, sodass jedem Elemente des einen ein bestimmtes 
Element des andern entspricht; aber diese beiden Grundgebilde 
werden im Allgemeinen nicht perspectiv liegen. Werden femer 
zwei Grundgebilde zweiter Stufe, z. B. zwei ebene Felder, perspectiv 
auf einander bezogen, und wird_hernach das eine verschoben gegen 
das andere, so bleiben sie auf einander bezogen, verlieren jedcwh 
ihre perspective Lage. Immerhin aber stehen sie nach wie vor 
in einer eigenthümlichen Beziehung zu einander, welche Möbius 
,,Collineation", Chasles aber später „Homographie" genannt hat. 
Nämlich in zwei so auf einander bezogenen ebenen Feldern entr 
spricht jeder geraden Punktreihe wieder eine gerade Punktreihe, 
jedem Strahlenbüsche! ein Strahlenbüschel, jeder Curve mit ihren 
Tangenten wieder eine Curve mit ihren Tangenten, jedem «eck 
«in weck u. s. w. Wir nennen hiernach „collinear verwandt", oder 
kürzer ,, collinear" (homographisch): 

1) zwei ebene Felder tj und tji, wenn jedem Punkte P von ti 
ein Punkt I\ von fii entspricht, und jeder durch P gehenden 
Geraden ^ von vj eine durch P^ gehende Gerade g, von ■»],; 

2) ein ebenes Feld t] und einen Strahlenbündel Sj, wenn jedem 
I'uukt P von V] ein Strahl y, von Sj entspricht, und jeder 
durch P gehenden Geraden g von i] eine durch p, gehende 
Ebene y^ von S^; 

3) zwei Strahlenbündel S und S,, wenn jedem Strahle p von S 
ein Strahl j)j von S^ entspricht, und jeder durch p gehen- 
den Ebene y von S eine durch p^ gehende Ebene T, von S^ . 

Kürzer, und dann auch auf räumliche Systeme anwendbar, 
können wir mit v. Staudt diese Definition so aussprechen: 

Zwei auf einander bezogene Grundgebilde der sweife« oder 
der dritten Stufe heissen collinear, wenn je zwei ungi^chamgen 
Elementen P und g des einen, von welchen P in g liegt, zwei 
ungleichartige Elemente P^ und g^ des andern zugemesen sind, 
von welchen auch P, in gj liegt. 
Es folgt aus diesen Definitionen sofort: 
„Perspective Gmndgebilde der zweiten Stufe sind collinear. 
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Coliineare und reciprofee Grundgebilde zweiter Stufe. 3 

„WeDü zwei Grundgebilde einem dritten collinear sind, bo sind 

„sie auch unter sich colliuear." 

Wenn also in einer Reihe von Grundgebildeu zweiter Stufe 
jedes zum folgenden perspective Lage hat, so sind sie alle collinear, 
insbesondere auch das erste und das letzte dieser Grundgebilde. 

Die Bezeichnung , .collinear" hat Möbius in seinem ausge- 
zeichneten Werke „Der barycentrische Calcul" (Leipzig 1827) 
zunächst für ebene Felder gewählt, die in der angegebenen Weise 
auf einander bezogen sind; und zwar soll dieser Ausdruck andeuten, 
dass nicht nnr jedem Punkte des einen Feldes ein Punkt des andern 
entspricht, sondern dass auch den Punkten einer beliebigen Geraden 
{punctis quae collineantnr) des einen Feldes diejenigen einer (homo- 
logen) Geraden des andern entsprechen. Wir können nämlich zwei 
ebene Felder auch z. B. so auf einander beziehen, dass wohl jedem 
Punkte des einen wieder ein Punkt des andern, dagegen jeder 
Geraden ein Kegelschnitt entspricht. 

Das bereits früher aufgestellte, aber noch nicht allgemein 
bewiesene Princip der Reciprocität oder Dualität führt uns noch 
zu einer zweiten einfachen Verwandtschaft zwischen Grundgebilden 
höherer Stufe, zu der ,,Correlation" oder der Verwandtschaft der 
„Reciprocität". Wir nennen nämlich „correlativ" oder „reciprok 
■verwandt" oder kurz „reciprok": 

1) zwei ebene Felder t] und i]i, wenn jedem Punkte P von 15 
eine Gerade p^ von tJj entspricht, und jeder durch P geben- 
den Geraden ff von ^ ein in p^ liegender Punkt (?( von vj^; 

2) ein ebenes Feld 1] iind einen Strahlenbiindel S^, wenn jedem 
Punkte P von i^ eine Ebene tUj von 8^ entspricht, und jeder 
durch P gehenden Geraden ff von v] ein in % liegender 
Strahl ^j von S^; 

3) zwei Strahlenbündel S und S^, wenn jedem Strahle ff von S 
eine Ebene Yj von Sj entspricht, und jeder durch g gehen- 
den Ebene s von S ein in -^j Hegender Strahl e^ von S^. 

Kurzer, und dann auch auf räumliche Systeme anwendbar, 
läsat sich diese Erklärung der Reciprocität wie folgt aussprechen: 
Zwei auf einander bezogene Grundgebilde der zweiten oder 
der dritten Stufe heissen reciprok oder correlativ, wenn je zwei 
ungleichartiffen Elementen P, g des einen, von welchen P in g 
liegt, ewei ungleichartige Elemente pi, Gj des andern zugewiesen 
sind, von welchen p, durch G, geht. 
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Die Mogliclikeit dieser Art der Verwandtschaft werde ich 
Ihnen noch beweisen, da sie keineswegs wie diejenige der Colli- 
neation ohne Weiteres einleuchtet; nur für einen besonderen Fall 
ist dieser Beweis bereits geführt, indem gezeigt wurde, dass in 
Bezag auf eine Curve zweiter Ordnung jedem Punkt P der Ebene 
eine Gerade, nämlich seine Polare p^, entspricht und jeder durch 
P gehenden Geraden der Ebene ein auf j), liegender Punkt, näm- 
lich der Pol der Geraden. Der allgemeine Beweis schliesst den- 
jenigen des Dualitätsprincipes in sich; denn weil in reeiproken 
Räumen jedem Punkte eine Ebene entspricht, so folgt aus jeder 
Eigenschaft einer Gruppe von Punkten an mittel bar die ent- 
sprechende Eigenschaft einer Gruppe von Ebenen, welche der 
Punktgruppe reciprok ist. 

Die Untersuchung correlativer Grundgebilde ist ausserdem 
deshalb besonders wichtig, weil sie diejenige eoUinearer Grand- 
gebilde einscbliesst, soweit nicht besondere Lagen derselben in 
Betracht kommen. Dieses wird Ihnen aus folgendem Satze ein- 
leuchten : 

„Wenn zwei Grundgebilde einem dritten reciprok sind, so sind 
„sie collinear; und wenn umgekehrt das eine von zwei coHi- 
„nearen Grundgebilden einem dritten reciprok ist, so ist aueh 
,,das andere demselben reciprok." 
Wenn nämlich z, B. zwei ebene Felder r^^ und y]^ einem dritten vi 
reciprok sind, so entspricht jedem Punkte P de=! letzteren je eine 
Gerade ^^ resp, p^ der ersteren und jeder durch P gehenden Ge- 
raden 1? von 1] entspricht in r^ und z], le em auf p^ resp. p^ 
liegender Punkt (?j oder ff^. Folglich entsj rieht jeder Geraden 
p^ von T]! eine Gerade jOg von T]g und jedem luf ji, liegenden 
Punkte G^ von f^^ ein auf p^ liegender Punkt G^ von t\^; 
d. h. t]j und 1]^ sind collinear. Auf analoge Weise wird dieser 
und der zweite Theil des Satzes für alle anderen Fälle bewiesen; 
doch lassen sich solche auch sofort auf den vorliegenden Fall 
zurückführen durch die Bemerkung, dass wir für jeden Strahlen- 
bündel einen ebenen Schnitt desselben substituiren können. 

Zwei collineare oder reciproke Grundgebilde werden auch 
projectiv genannt, weil jedem harmonischen Gebilde des einen 
ein harmonisches Gebilde des andern entspricht. Seien beispiels- 
weise Ä, B, C, D vier harmonische Punkte eines ebenen Feldes i], 
nnd «t, öj, c^, d^ die entsprechenden vier Strahlen eines zu -t] 
reeiproken Feldes t]j, so müssen zunächst «j, 6j, Cj und dj durch 
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Collineare und reciprofce Grundgebilde zweiter Stufe. 5 

'einen Punkt U^ gehen (Fig. 1), weil A, B, C und D auf einer 
G-eradeo u liegen. Jedem Viereck KLMN in i), von welchem 
zwei Gegenseiten sich in A und zwei andere in C schneiden, 
während die letzten beiden Seiten beziehungsweise durch B und 
-D gehen, entspricht sodann in i^j ein Vierseit k^l^m^n-i, von 
welchem je zwei gegenüberliegende Eckpunkte in a^ und c^, und 
ndie letzten beiden Eckpunkte beziehungsweise auf b^ und d^ liegen. 
Folglich sind «j, h^, Cj, d^ in der That vier harmonische Strahlen 




<I. Abth. Seite 37). Ich empfehle Ihnen zur üebung auch für 
zwei collineare Felder den Beweis zu führen, obwohl er in dem 
soeben geführten schon enthalten ist. 

Es ergiebt sich aus dieser Untersnchuug der Satz; 
„Zwei einförmige Gebilde, welche in colünearen oder reeiproken 
„Grundgebilden einander entsprechen, sind projectiv." 
Denn die beiden einförmigen Gebilde sind so auf einander bezogen, 
dass je vier harmonischen Elementen des einen allemal vier har- 
monische Elemente des anderen Gebildes entsprechen. 

Dieser Satz giebt uns ein Mittel an die Hand, zwei Grund- 
gebilde zweiter Stufe projectiv auf einander zu beziehen. Sollen 
z. B. zwei ebene Felder i] und i^^ reciprok auf einander bezogen 
werden, ao müssen wir jedem Punkte von -i) einen Strahl von tj^ 
und jeder Punktreihe von f) einen zu ihr projectiven Strahlen- 
iüschel von v]j zuweisen, und umgekehrt. Wir nehmen deshalb 
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6 Erster Vortrag. 

in •>] (Fig. 2) zwei Punktreihen u und v an, und weisen diesen 
iu 7]j zwei beliebige Strahlen büschel t\ und V^ als entsprechende- 
zu, indem wir u auf TJ-^ und v auf Fj projectiv beziehen, so je- 
doch, dass dem gemeinschaftliehen Punkte P von m und v der 
gemeinschaftliehe Strahl p^ von XJ^ und Fj entspricht. Jeder 
nicht durch P gehende Strahl h von vj schneidet dann die Ge- 
raden u und V in zwei Punkten 4 und Z>, welchen in den 
Büscheln U, und F, von -t]^ die resp. Strahlen », und d^ ent- 
sprechen; der Schnittpunkt K-y dieser letzteren aber entspricht 
jenem Strahle k. Den Strahlen eines Punktes S entsprechen fer- 
ner die Punkte einer Geraden Sj; denn durch den Strahlenbüschel 
S werden die Punktreihen u uud v perspectiv auf einander be- 
zogen, so dass sie den Punkt P entsprechend gemein haben, und 




daher auch die Strahlenbüschel TJ^ und Fj projectiv so, dass sie 
den Strahl p^ entsprechend gemein haben. Diese Büschel liegen 
also ebenfalls perspectiv, und erzeugen somit eine gerade Punkt- 
reihe s,, welche jenem Strahlenbüschel S entspricht. Durch die 
einander zugewiesenen projectiven Gebilde w, i7, und v, V^ ist 
demnach jedem Strahle k von ■>] ein Punkt K^ von t]^ zugewiesen, 
jedem auf k liegenden Punkte S aber ein durch K^ gehender 
Strahl Sj, sodass also wirklich tj uud tJj reciprok auf einander be- 
zogen sind. Da auf diese Art zu jedem ebenen Gebilde ein reci- 
prokes construirt werden kann, so ist das Dualitätsprincip für 
ebene Felder, oder wie wir sogleich sehen werden, für Gruad- 
gebilde der zweiten Stufe von Neuem bewiesen. 

Sollen zwei ebene Felder v) und ijj collinear auf einander 
bezogen werden, so brauchen wir nur beide in der soeben ange- 
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CoUineare und reoiproke Grundgeliilde zweiter Stufe. 7 

gebenen Weise reciprok auf ein drittes zu beziehen. Daraus er- 
geben sieb folgende direkte Methoden: 

1) Wir uebmen in 11 und tjj je zwei Geraden u, v und m^, v^ 
willkürlieh an, und beziehen u auf Wj und v auf ü^ proje©- 
tiv, so jedoch, dass der gemeinschaftliche Punkt von u und 
V dem gemeinschaftlichen Punkte von «i und v^ entspricht. 

2) Oder wir weisen irgend zwei Strahlenbüseheln U on4 ^ 'on 
-f[ zwei beliebige Strahleubüschel U^ und V^ von v]^ als ent- 
sprechende zu, und beziehen ü auf fJj, sowie V auf Vj 
projectiv so, dass der Strahl (JV von -q dem Strahle UjV^ 
von 7]j entspricht. 

Diese direkten Methoden können auch direkt bewiesen werden, 
ähnlieh wie die vorhin für reeiproke Felder angegebene Methode. 
Sollen zwei Strahlenbündel, oder ein Bündel und ein ebenes 
Feld entweder reciprok oder coliinear auf einander bezogen werden, 
80 können auch hierfür leicht ähnliche Methoden wie die obigen 
aufgestellt und bewiesen werden. Doch ist es einfacher, wenn 
wir diese Fälle auf die schon erledigten dadurch zurückführen, 
dass wir jedem Strahlenbündel einen ebenen Schnitt desselben 
substituiren. So z. B, gilt der Satz: 

„Um zwei Strahleobündel S und S^ reciprok auf einander zn 
„beziehen, köunen wir in dem einen S zwei Strahlenbüschel a 
„and ß und im andern S^ zwei Ebenenbüschel «i und 6j will- 
„kürlieh annehmen, und sodann a auf dj und ß auf 6j pro- 
„jectiv beziehen, so dass dem gemeinschaftiicheu Strahle aß 
„der Strahlen büsehel die gemeinschaftliche Ebene a^ii der 
„Ebenenbüschel entspricht. Dadurch ist jedem Elemente des 
„Bündels S ein bestimmtes Element des Bündels Sj zugewiesen." 
Diese Methode folgt sofort aus derjenigen, welche vorhin für ebene 
Felder bewiesen wurde. 

Um die Felder 11 und i^j {Fig. 2) reciprok auf einander zu 
beziehen, haben wir vorhin die Geraden u und v in v], sowie die 
ihnen entsprechenden Punkte f7j und V^ in i]^ ganz belieb^ an- 
genommen. Sodann haben wir u auf U^ und v auf Fj in be- 
liebiger Weise projectiv bezogen; nur die eine Bedingung musste 
erfüllt werdeu, dass dem Schnittpunkte uv oder P die Verbin- 
dungslinie ü^ V^ oder p, entspreche. Wir dürfen also zwei be- 
liebigen Punkten Ä und B von u zwei beliebige Strahlen % and 
6j von U, als entsprechende zuweisen, und ebenso irgend zwei 
Punkten C und D von v zwei beliebige Strahlen c^ und d^ von V^, 
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8 Erster Vortrag. Collineare und reciptoke Grundgebüde zweiter Stufe. 

wodnrcb dana aber jedem Element von i] ein bestimmtes Element 
von i^j zugewiesen ist. Offenbar kann ABCD als ein ganz be- 
liebiges Viereck der Ebene t\ angesehen werden, weil die Geraden 
u und V, und in diesen die Punkte A, B und C, D willkürlicb 
angenommen werden können ; und ebenso ist a^ b^ Cj d, als ein 
ganz beliebiges Vierseit von -q^ aufzufassen. Daraus ergiebt sieb 
der Satz: 

„Sollen zwei ebene Felder ''i und v]^ reciprok auf einander be- 
„zogen werden, so kann man den Eckpunkten A, B, C, D 
„irgend eines Vierecks von -r\ die resp. Seiten Hj, Jj, Cj, d^ 
„eines beliebigen Vierseits von '<\i wiüküriicb zuweisen, wodnrcb 
„dann aber jedem Elemente von t] ein bestimmtes Element von 
,,v]; zugewiesen ist." 

Ebenso können zwei Felder auf eine einzige Weise coUinear 
so auf einander bezogen werden, dass zwei Vierecke oder zwei 
Vierseite derselben auf bestimmte Art einander entsprechen. Ueber- 
baupt lässt sich unser Satz sofort auf beliebige Grundgebilde der 
zweiten Stufe ausdehnen, da alle übrigen Fälle auf den soeben 
erörterten znrückgefülirt werden können; er lautet dann: 

„Zwei Grundgebilde der zweiten Stufe lassen sich auf eine ein- 
„zige Weise projeetiv auf einander bezieben, so dass irgend 
„vier gleiebartigen Elementen A, B, C, D des einen, von wel- 
„ehen jedoch keine drei zu einem und demselben einförmigen 
„Gruudgebilde gehören, vier derselben Bedingung genügende, 
„gleichartige Elemente A^, iJj, (7j, D^ des andern als resp. 
„entsprechende willkürlich zugewiesen werden," 

Je zwei homologe Elemente, wie A und A^, sind die Träger 
von zwei einförmigen Grundgebilden, und diese können and müssen 
projeetiv so auf einander bezogen werden, dass den Elementen 
AB, AC und AD die resp. Elemente A^B^, A^C^ und ^jD, 
entsprechen. Daraus lässt sich auch direkt die Richtigkeit des 
Satzes beweisen. 

Sind in dem einen Grundgebilde zweiter Stufe die vier Ele- 
mente A, B, C, D gegeben, so kann in dem anderen jedes der 
ihnen entsprechenden Elemente zweifach unendlich viele Lagen 
annehmen. Daraus folgt: 

„Zwei Grundgebilde zweiter Stufe, z. B. zwei ebene Felder, 
„können durch achtfach unendlich viele CoUineationen oder 
„Correlationen auf einander bezogen werden." 
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Zweiter Vortrag. Collineare ebene Ciirven. 

Zweiter Vortrag. 

Collineare und reciproke 6l)ene Curven. 



Die Verwandtschaften der Collineation und der Correlation 
lassen sich mit Tielem Nutzen dazu verwenden, gegebene Gebilde, 
z, B. Curven oder Flächen, in andere zu verwandeln. Nicht selten 
gelingt es dadurch, Sätze, welche an besonderen Gebilden aufge- 
funden sind, zu verallgemeinern; so z. B. sind manche Eigen- 
schaften des Kreises mittelst der projectiven Verwandtschaften 
auch für beliebige Kegelschnitte nachgewiesen worden, lieber 
diese Verwandlung von gegebenen Gebilden in andere bieten sich 
uns einige allgemeine Bemerkungen dar. 

Seien ti und ■nj^ zwei collineare ebene Felder, P und Pj ir- 
gend zwei einander entsprechende Punkte derselben. Wenn dann 
P in Tj irgend eine Curve k durchläuft, so beschreibt zugleich Pj 
in i1j eine Curve k^, welche zu h collinear ist. Wenn die Curve h 
von irgend einer Geraden g in «Punkten geschnitten wird, so hat 
Ä, mit der entsprechenden Geraden g-^ ebenfalls «Punkte gemein; 
nämlich diejenigen, welche den Schnittpunkten von k und g ent- 
sprechen. Fallen Ton den letzteren Punkten irgend zwei zusammen, 
so dass die Curve h von der Geraden g berührt wird, so fallen 
auch die entsprechenden beiden gemeinschaftlichen Punkte von \ 
und g^ zusammen, und /c^ wird von g^ berührt; zugleich sind die 
Berührungspunkte in g und g^ zwei einander entsprechende Carven- 
punkte. Die Tangenten an homologen Punkten der Curven h und 
ij sind also homologe Strahlen der collinearen Felder r^ und v]^. 
Jeder Tangente, die aus einem beliebigen Punkte Ä von f\ an die 
Curve k gelegt werden kann, entspricht eine Tangente von k^, 
die durch den homologen Punkt Äy von iiy geht; von Ä^ können 
also an k^ ebenso viele Tangenten gelegt werden, wie von Ä an k. 
Geht k mehrmals durch einen Punkt von v], so geht k^ ebenso 
oft durch den entsprechenden Punkt von v]^, u s. w. 

Man pflegt die ebenen Curven zu unterscheiden in Bezug auf 
ihre Ordnung und ihre Classe; nämlich: 
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An eine ebene Curve wter 

Classe können ans einem be- 
liebigen Punkte ihrer Ebene im 
Allgemeinen und höchstenswTan- 
genten gezogen werden. 



,10 Zweiter 

Eine ebene Cnrve nter Ord- 
nung hat mit einer beliebigen 
Geraden ihrer Ebene im Allge- 
meinen und höchstens nPunkte 
gemein. 

Hiernach können wir die wichtigeren der soeben gefundenen 
Sätze wie folgt znsammeu fasse n : 

„Zwei coUineare ebene Curven k, k^ sind von gleicher Ordnung 

„und gleicher Classe. Jedem vielfachen Punkte von k entspricht 

„ein ebenso vielfacher Punkt in A;^, und jeder mehrfachen Tan- 

„gente von k eine solche von fcj." 

Wenn die ebene Curve k von einem Punkte P und zugleich 
ihr Taugen teubüschel von der Tange ute t dieses Punktes be- 
schrieben wird, so bewegt sieh P stetig in der Geraden (, wäh- 
rend t sich in der Curven-Ebene stetig um P dreht; die zu k 
eollineare Curve k^ und ihr Tangen tenbüschel werden ebenso von 
dem homologen Punkte P^ und der homologen Tangente (j be- 
schrieben. Aendert nun die Tangeute ( in einer bestimmten 
Lage w den Sinn ihrer Drehung um P, so heisst w eine statio- 
näre oder „Wende -Tangente", und der Berührungspunkt von w 
heisst ein Wende- oder Inflexiouspunkt {r>j) der Curve k. Wenn 
anderseits der Punkt P an irgend einer Stelle P den Sinn seiner 
Bewegung in t ändert, so heisst B ein stationärer oder „Biiekkehr- 
Punkt" (eine Spitze >) der Curve k. Jeder Wendetangente und 
jedem Eüekkehrp unkte von k entspricht eine Wendetangente resp. 
ein Kückkehrpunkt der zu k collinearen Curve k^. 

Ist k eine Curve zweiter Ordnung, so muss auch k^ eine 
solche sein; und zwar lässt sich leicht zeigen, daas h^ auch die 
projectiven Eigenschaften mit k theilt, und nicht blos wie k mit 
jeder sie schneidenden Geraden im Allgemeinen und höchstens 
zwei Punkte gemein hat. Ueun wenn k durch zwei projective 
Strahlenbüschel Ä und B erzeugt wird, so wird k-^ durch die 
entsprechenden beiden Strahlenbüschel A^ und P, erzeugt; und 
es ist j4j ~ Pj, weil A~/\ Ay, Bj^B^ uud A~B, sodass auch 
kj^ als Erzeugniss projectiver Strahlenbüsehel zu betrachten ist. 
Zugleich ergiebt sich hieraus: 

„Zwei eollineare Curven zweiter Ordnung sind projectiv auf 

, .einander bezogen." 

Wir können diesen Satz auch umkehren; nämlich: 

„Zwei projective Curven zweiter Ordnung können stets als 
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Collineare ebene Curven. U 

„homologe Cnrven vou zwei coUinearen ebenen Feldern be- 
„traehtet werden." 
Seien nämlich A, B, C irgend drei Punkte der ersten Cuvve k 
und Aj, ß,, Cj die ihnen resp. entsprechenden Puakte der zwei- 
ten Curve k-i, sei ferner D der Pol von AB in Bezug auf k und 
J)^ derjenige von A^ß^ in Bezug auf die Curve A"j. Wenn dann 
die Curven in zwei coÜinearen ebenen Feldern einander entspreeheur 
so müssen die Tangenten von k in A und B den Tangenten von 
]Ci in Jj und B^ entsprechen, und folglich sind auch die Punkte 
D und JJ, zwei homologe Punkte der coUinearen Felder. Die 
Ebenen der Curven lassen sich nun aber wirklich collinear so auf 
einander beziehen, dass den vier Punkten A, B, C, D der einen 
die resp. Punkte A-,, B^, Cj, ö, der anderen entsprechen; und 
der Curve h, welche durch C geht* und in A und B die Geraden 
DA und DB berührt, entspricht alsdann die Curve k^, welche 
durch C^ geht, und in A, und S, die Geraden Dj A, und D^ if^ 
berührt. Die colliueare Verwandtschaft der ebenen Felder ist so- 
mit durch die beiden projectiven Curven völlig und eindeutig be- 
stimmt; und zwar entsprechen je zwei Elementen, welche bezüg- 
lich der einen Curve conjugirt oder einander augeordnet sind, zwei 
in Bezug auf die andere Curve eonjugirte resp. einander zugeord- 
nete Elemente. 

Sind zwei ebene Felder v] und fi^ collinear, so entspricht im 
Allgemeinen der unendlich fernen Geraden des einen eine eigent- 
liche Gerade, die sogenannte „Fluchtlinie" oder ,,Gegenaxe", des 
anderen Feldes. Zwei parallelen Geraden der einen Ebene ent- 
sprechen allemal zwei Gerade, die sich auf der Fluchtlinie der 
anderen Ebene schneiden. Zwei collineare ebene Curven können 
deshalb, wenn sie auch von derselben Ordnung und Classe sind, 
sich wesentlich unterscheiden hinsichtlich ihrer unendlich fernen 
Punkte; denn den unendlich fernen Punkten der einen Curve ent^ 
sprechen diejenigen Punkte, welche die andere Curve mit der 
Fluchtlinie ihrer Ebene gemein hat, und den Asymptoten der 
einen Curve, d. h. den Tangenten ihrer unendlich fernen Punkte, 
entsprechen im Allgemeinen eigentliche Tangenten der anderen 
Curve. Beispielsweise entspricht einer Ellipse der einen Ebene, 
welche von deren Fluchtlinie geschnitten oder berührt wird, eine 
Hyperbel resp. Parabel der anderen Ebene. 

Wir nennen , .invariant" jede Eigenschaft eines geometrischen 
Gebildes und jede Beziehung verschiedener Gebilde zu einander, 
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12 Zweiter Vortrag. 

welebe durch coUineare Transformationen nicht zerstört wird. 
Z. B. Orduang und Classe einer ebenen Curve sind invariant, des- 
gleichen die Anzahl ihrer Doppelpunkte, Rückkelirpnnkte, Doppel- 
tangenten und InflexioDstangenten. Harmonische Punkte oder 
Strahlen stehen in invarianter Beziehung zu einander, und das- 
selbe gilt von projectiven Elementargebilden. Die Beziehungen 
einer Curve zweiter Ordnung zu ihrem Mittelpunkte und ihren 
Brennpunkten sind durchaus nicht invariant; wohl aber diejenigen 
zu zwei bezüglich der Curve conjugirten Strahlen oder Punkten, 
oder zu einem Punkte und seiner Polare. Das Doppelverbaltniss 
Yoa vier Punkten einer Geraden oder vier Strahlen eines Büschels 
erster Ordnung ist invariant. Drei Elementepaare einer Invo- 
lution stehen zu einander in invarianter Beziehung; auch die 
charakteristische Eigenschaft eines Paseal'sehen Sechsecks ist in- 
variant. — Schon Poncelet*) hat die grosse Bedeutung der 
invarianten Eigenschaften geometrischer Gebilde klar erkannt und 
nachdrücklich hervorgehoben; er nennt diese Eigenschaften pro- 
jectiv, weil sie übergehen auf alle collinearen Gebilde, die aus 
den gegebenen durch Projiciren und Schneiden abgeleitet werden 
können. 

Sind r^ und -r], zwei reciproke ebene Felder, so entspricht 
jedem Punkte P von r^ ein Strahl pi von \. Wenn nun P in i] 
irgend eine Curve k durchläuft, so besehreibt zugleich p^ eine 
stetige Aufeinanderfolge ^i von Strahlen, welche ein Strahlen- 
büschel im weiteren Sinne des Wortes genannt wird. Nähert 
sich P einem festen Punkte Q der Curve k, so nähert sich p^ 
einem festen Strahle g, des Büschels K^, und dem Strahle PQ, 
der sich um Q dreht, entspricht dann der Punkt Pig^, welcher 
auf der Geraden qy fortgleitet. Und wie FQ schliesslich, wenn 
P ins Unbegrenzte dem Punkte Q sich nähert (Fig. 3), mit einer 
festen Geraden, nämlich mit der Tangente § des Punktes Q zu- 
sammenfällt, so fällt auch der Punkt p^ 5^ schliesslich mit einem 
festen Punkte zusammen, nämlich mit dem Berührungspunkte ^j 
des Strahles q^. welcher also jener Tangente entspricht (vergl. 
I. Äbth. Seite 78). Jedem Punkte Q der Curve k nebst seiuer 
Tangente q entspricht demnach ein Strahl q^ des Büschels K^ 
nebst seinem Berührungspunkte Q^ ; und den stetig auf einander 



et, TraitÖ des propriStes projectives des ßgures, Paris 1S22; 
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15 



folgenden Tangenten von ft entsprechen stetig anf einander fol- 
gende Beriihrungspnukte von K^. Kurz, dem Büschel K von 
Tangenten, welcher die Curve Ic einhüllt, entspricht eine Curve Äj, 
welche vom Büschel K^ eingehüllt wirtl. Wenn k mit irgend 
einer Geraden ihrer Ebene «Punkte gemein hat, so gehen die 
entsprechenden «Tangenten der Curve /^j durch den Punkt von t],, 
welcher jener Geraden entspricht. Ueberhaupt gilt folgender Satz: 
,,Wenn zwei Curven h und k^ in reciproken Ebenen einander 
„entsprechen, so ist die Ordnung der einen gleich der Classe 
„der andern. Jedem Punkte der einen Curve nebst dessen Tan- 
„gente entspricht eine Taugente der andern nebst deren Be- 
„rühruugspunkt; jedem mehrfachen Punkte der einen entspricht 
„eine mehrfache Taugente der anderen, und jedem Wendepunkt» 
„eine ßüekkehrtangente." 




Ist insbesondere /.■ eine Curve zweiter Ordnung, so ist k^ eine 
Curve zweiter Classe, welche von einem Strahlenbüschel zweiter 
Ordnung eingehüllt wird. Dieser Büschel wird durch zwei pro- 
jective Punktreihen a^ und b^ eraeugt, wenn die Curve h durch 
zwei projeetive Strahlenbüschel Ä und B erzeugt ist; denn weil 
ai~/\ Ä und b^ ~7\ B, so folgt aus Ä" B auch «^ ~ 6j. — Wir 
haben schon früher bewiesen, dass jede Curve zweiter Ordnung 
von einem Büschel zweiter Ordnung eingehüllt wird und also 
auch von der zweiten Classe ist; bei Curven höherer Ordnung oder 
Classe findet eine solche Uebereinstimmung nicht mehr Statt. 
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14 Dritter Vortrag. 

Ganz ähnliche Betrachtungeß lassen sich über Kegel anstellen, 
welche in projectiven Strahl enbüiideln einander entsprechen. Doch 
können Sie alle Resultate, welche sich für solche Kegel ergeben, 
auch aiis den soeben gewonnenen ableiten, indem Sie zwei projec- 
tive ebene Felder ans irgend zwei Mittelpunkten durch Strahlen- 
bündel projieiren. Dabei ergiebt sich u. A. auch, was unter Kegel 
wter Ordnung oder wter Classe zu verstehen ist. Wird ein ebenes 
Feld 1^ auf einen Strahlenbündel S^ reciprok bezogen, so entspricht 
jeder Carve wter Ordnung und ^ter Classe von V] ein Kegel nter 
Classe und ^ter Ordnung in S^. 



Dritter Vortrag. 

Perspective Lage coUinearer Felder und Bündel. 
Ausgeartete Collineationen und Correlationen. 



Wir haben von zwei collinearen oder reciproken Gnindgebilden 
bewiesen, dass je vier harmonischen Elementen des einen allemal 
vier harmonische Elemente des andern entsprechen, und daraus 
bereits den Schluss gezogen, dass homologe einförmige Grund- 
gebilde derselben projeetiv sein müssen. Haben also zwei coUi- 
neare oder reciproke GruudgebiMe i] and t|, eine solche Lage, 
dass nicht allein die Träger a und a^ von zwei homologen ein- 
förmigen Grundgebilden, sondern auch drei paar homologe Ele- 
mente derselben auf einander fallen, so müssen je zwei einander 
entsprechende Elemente von a und a^ zusammenfallen {[. Abth. 
Seite 56), und tj und i]^ haben dann jedes Element von a und 
1 gemein. Insbesondere gilt demnach der Satz: 

Wenn zwei coUineare, nicht 
concentrische Bündel drei Ebenen 
entsprechend gemein haben, so 
haben sie jede durch ihre Mittel- 



Wenn zwei coüineare Felder, 
die nicht in derselben Ebene 
liegen, drei Punkte entsprechend 
gemein haben, so haben sie jeden 



Punkt ihrer Schnittlinie ent- \ punkte gehende Ebene entepre- 
sprechend gemein. i ehend gemein. 

Mit einer geringen Veränderung gilt dieser üoppelsatz auch für 
conjective ebene Felder und für concenti'ische Strahlenbündel. 
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perspective Lage collinearec Gnindgebilde. 15 

Wenn zwei collineare Felder i^ und i]j die Punkte von zwei 
■Geraden w und v oder die Strahlen von zwei Büscheln S und T 
entsprechend gemein haben, so fällt jedes Element von f\ mit dem 
entsprechenden von ■/;, zusammen. Denn im evsteren Falle ent- 
spricht jede Gerade der Ebene sich selbst, weil sie zwei sich selbst 
entsprechende Punkte vou u und v verbindet; und jeder Punkt 
der Ebene entspricht sich selbst, weil er als Schnittpunkt sich 
selbst entsprechender Geraden angesehen werden kann. Ebenso 
entspricht im zweiten Falle jeder Puukt der Ebene sieh selbst, 
weil in ihm zwei sich selbst entsprechende Strahlen der Büschel 
S und T sich schneiden, jede Gerade der Ebene aber kann als 
Verbindungslinie solcher Punkte aufgefasst werden. Wir werden 
hierdurch zu folgendem Satze geführt: 

Zwei conjective collineare Fei- I Zwei concentrische collineare 



der haben alle ihre Elemente 
entsprechend gemein (sind iden- 
tisch), wenn sie die Eckpunkte 
eiues Vierecks, oder die Seiten 
eines Vierseits entsprechend ge- 
mein haben. 



Strahlenbiindel haben alle ihre 
Elemente entsprechend gemi 
(sind identisch), wean sie 
Kanten eines Vierkants oder die 
Seiten eines Vierseits entspre- 
chend gemein haben. 



Der Satz rechts wird auf den anderen links zurückgeführt, 
indem wir die beiden Bündel durch eine Ebene schneiden. Die 
collinearen Felder, welche in dieser liegen, haben aber die Eck- 
punkte A, B, C, D eines Vierecks oder eiues einfachen Vierseits 
entsprechend gemein, also auch die Strahlen Aß, AC, AD und 
folglich jeden Strahl des Büschels A, sowie die Strahlen BA, 
BC, BD und folglich jeden Strahl des Büschels B; woraus der 
Satz folgt. Zwei beliebig auf «einander gelegte collineare Felder 
haben daher im Allgemeinen höchstens drei Punkte und deren 
Verbindungslinien entsprechend gemein. 

Aus dem soeben bewiesenen Satze lassen sich folgende Schlüsse 
ziehen in Betreff der perspectiven Lage collinearer Felder und 
Strahlenbündel. 

Wenn zwei collineare Felder ] Wenn zwei collineare Strahlen- 
T] und V], in verschiedenen Ehe- '• bündel S nnd S^ verschiedene 



nen liegen, und irgend 
Strahlen, welche die Eckpunkte 
eines Vierecks von ij mit den 
ihnen entsprechenden Puukten 
Ton Tj^ verbinden, durch einen 



Mittelpunkte haben, und irgend 
vier Strahlen, in welchen die 
Ebenen eines Vierseits von S 
die ihnen entsprechenden Ebe- 
nen von S, schneiden, in einer 
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Dritter Vortrag. 



Punkt S gehen, so liegen die 
Felder perspectiv und sind 
Schnitte des Strahlenbundels S. 
Denn die beiden colli nearen 
Bündel, durch welebe die Felder 
aus S projicirt werden, haben 
ein Vierkant entsprechend ge- 
mein und sind identisch. 



Ebene ii liegen, so sind die 
Bündel perspectiv und Scheine 
des ebenen Feldes -q. Denn die 
beiden collinearen Felder, in 
welchen die Bündel von 15 ge- 
schnitten werden, haben ein 
Vierseit entsprechend gemein, 
und sind identisch. 
Ich überlasse Ihnen den ganz ähnlichen Beweis des Satzes: 
„Ein ebenes Feld t] liegt perspectiv zu einem ihm eoJlinearen 
„Bündel S, wenn die Eckpunkte eines Vierecks von ti auf den. 
„ihnen entsprechenden Strahlen von S liegen." 
Ihnen wird die Analogie nicht entgangen sein, welche zwischen 
diesen Theoremen und denjenigen herrscht, die wir für einförmige 
projective Grundgebilde im fünften Vortrage der ersten Abtheilung 
kennen gelernt haben. Äehnliches lässt sich zu dem folgenden 
Doppelsatze bemerken, welchen ich später häufig benutzen werde. 



Weun zwei e ollin eare ebene 
Felder drei und folglich alle 
Punkte einer geraden Punkt- 
reihe M entsprechend gemein 
haben, so schneiden sich die 
Verbindungslinien von je zwei 
homologen Punkten derselben in 
einem bestimmten Punkte S. — 



Wenn zwei eollineare Strahleu- 
biindel drei und folglich all& 
Ebenen eines Büschels u ent- 
sprechend gemein haben, so 
liegen die Schnittlinien von je 
zwei homologen Ebenen derselben 
in einer bestimmten Ebene ■^. — 
Nämlich beliebige zwei einander 




Nämlich beliebige zwei einander I entsprechende Strahlen l und li 
entsprechende Gerade l und Ij^ \ müssen in eiiier|Ebene a von u 
(Fig. 4) müssen einen Punkt A \ liegen, weil jede Ebene von u 
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weil jeder Punkt von u sich selbst 
entspricht. Die Punktreifaen l, 
l^ sind folglich perspectiv, und 
die Geraden DD^, EE^, . . ., 
welche je einen Punkt D, E.,. . . 
von / mit dem ihm eutsprecheu- 
den Punkte />,, E^^, ... von /^ 
verbinden, gehen alle durch einen 
Punkt S. Liegen nun die Felder 
in einer Ebene, und ist P der 
Schnittpunkt eines durch S 
gehenden Strahles DD^ mit der 
Geraden w, so entspricht die 
Gerade PI) der Geraden PD„ 
also sich selbst, weil P sich 
selbst entspricht. Jeder durch 
S gehende Strahl fällt also mit 
seinem entsprechenden zusam- 
men, woraus folgt, dass je zwei 
homologe Punkte auf einem 
durch S gebenden Strahle liegen. 
Schneiden sieb dagegen die Fel- 
der in der Geraden m, so folgt, 
dass je zwei Verbindungslinien 
homologer Punkte, wie DD^ 
und EE^^, in einer Ebene liegen 
und somit sich schneiden. Weil 
aber nicht alle diese Verbindungs- 
linien in einer Ebene liegen, so 
müssen sie alle durch einen 
Punkt S geben, und die Felder 
sind Schnitte des Bündeis S. 

Wir können diese bemerkenswerthen Sätze auch in folgender 
Form aussprechen: 



entspricht. DieEbeneu- 
büschel l, l, sind folglich per- 
spectiv, und die Strahlen SS^, 
is, , . . . in denen je eine Ebene 
§, E . . . von l die ihr entspre- 
chende Ebene S^, s^, . . . von Ij 
schneidet, liegen alle in einer 
Ebene f\. Haben nun die Strah- 
lenbündel denselben Mittelpunkt, 
und ist TU die Ebene, welche 
einen beliebigen in 15 liegenden 
Strahl §5^ mit der Äxe u ver- 
bindet, so entspricht der Strahl 
Tzh dem Strahle tcSj, also sich 
selbst, weil tc sich selbst ent- 
spricht. Jeder in ti liegende 
Strahl fällt also mit seinem ent- 
sprechenden zusammen, woraus 
folgt, dass je zwei homologe 
Ebenen sich in einem Strahle 
der Ebene r^ sehneiden. Haben 
dagegen die Bündel zwei ver- 
schiedene in der Axe u liegende 
Mittelpunkte, so folgt, dass je 
zwei Schnittlinien homologer 
Ebenen, wie 5&i und se^, in 
einer Ebene liegen und somit 
sieb sehneiden. Weil aber nicht 
alle diese Schnittlinien durch 
einen Punkt gehen, so müssen 
sie alle in einer Ebene t\ liegen, 
uud die Strablenbündel sind 
Scheine des ebenen Feldes r^. 



Zwei nicht conjective col lineare 
Felder liegen perspectiv, wenn 
sie drei Punkte (ihrer Schnitt- 
linie) entsprechend gemein haben. 



Zwei nicht eoneentrische colli- 
neare Bündel liegen perspectiv, 
wenn sie drei Ebenen entspre- 
chend gemein haben. 
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Wenn zwei eoneentrische eolli- 
neare Bündel einen Ebenen- 
büscliel (d. li. jede Ebene des- 
selben) entsprecheüd gemein 
haben, so haben sie auch einen 
Strahlenbiischel entsprechend ge- 



18 Dritter 

Wenn zwei conjective coUi- 
neare Felder eine Punktreihe 
(d. h. jeden Puntt derselben) 
entsprechend gemein haben, so 
haben sie auch einen Strahlen- 
biischel {d. h. jeden Strahl des- 
selben) entsprechend gemein. | mein. 

Dass umgekehrt zwei perspective Felder jeden Punkt ihrer 
Schnittlinie und zwei perspective Bündel jede durch beide Mittel- 
punkte gehende Ebene entsprechend gemein haben, leuchtet ohne 
Weiteres ein. Aber auch die letzten beiden Sätze lassen sich 
umkehren; nämlich: 

Wenn zwei conjective colli- Wenn zwei concentrischecolli- 

neare Felder einen Strahlen- neare Bündel einen Strahlen- 
biischel entsprechend gemein ha- büsehel entsprechend gemein ha- 
ben, so haben sie auch eine ben, so haben sie auch einen 
Punktreihe entsprechend ge- Ebenenhiischel entsprechend ge- 
mein. , mein. 

Denn wenn wir links die Felder aus einem beliebigen Mittelpunkte 
durch zwei concentrische Bündel projiciren, so haben diese einen 
Ebeuenböschel und folglich (nach dem vorhergehenden Satze rechts) 
auch einen Strahleubüschel entsprechend gemein, von weichem die 
im Satz genannte Punktreihe ein Schnitt ist. Ebenso wird der 
Satz rechts auf den vorhergehenden links zurückgeführt, wenn 
wir die concentrischeu Bündel durch eine Ebene in zwei auf ein- 
ander liegenden Feldern schneiden. Übrigens könneu Sie den 
letzten Doppelsatz auch direkt beweisen auf analoge Weise wie 
den vorigen. 

Zwei in derselben Ebene liegende collineare Felder, welche eine 
Punktreihe u und eiuen Strahlenbiischel S entsprechend gemein 
haben, werden perspectiv genannt, weil sie viele Eigenschaften 
zeigen, die auch sonst perspectiv liegenden Feldern zukommen. 
Der Punkt S, welcher mit je zwei homologen Punkten in einer 
Geraden liegt, heisst das „Centrum", und die Gerade u, auf wel- 
cher je zwei homologe Gerade sich schneiden, die ,,Äxe der Colli- 
neation oder der Homologie." Stellen Sie sich vor, von zwei per- 
spectiven ebenen Feldern drehe sich das eine um seine Schnittlinie 
mit dem anderen Felde, so werden die Verbind ungsliuien homologer 
Punkte ihre Lage ändern, aber doch beständig nach einem gleich- 
falls sich bewegenden Punkte convergiren, weil die Felder jeden. 
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Punkt ihrer Sehiiittlinie entsprechend gemein haben. Fallen nun 
die Felder bei der Drehnng auf einander, so ist diese Lage als 
Grenzfall der allgemeinen perspectiven zu betrachten. — Zwei 
eoneentrische collineare Bündel heissen perspectiv, wenn sie einen 
Strahleubüschel und eioen Ebenenbüsehel entsprechend gemein 
haben. 

Um zwei in einer Ebene liegende Felder perspectiv auf ein- 
ander zu beziehen, können wir die Axe u nud das Centrnm S der 
Homologie willkürlich annehmen (Fig. 4), und sodann noch zwei 
Paukte D und i?j, welche auf einem Srahle von S liegen, ein- 
ander als entsprechende zuweisen. Denn wir können und müssen 
die beiden Felder collinear so auf einander beziehen, dass die beiden 
zu der Punktreihe u perspectiven Strahlenbiischel D und D^ ein- 
ander entsprechen und der Büschel S sich selbst; dadurch ist ihre 
Collineation völlig uud eindeutig bestimmt (Seite 7). Weil aber 
in jedem Punkte A von u zwei homologe Strahlen l und l^ von 
resp. D und D^ einen sich selbst entsprechenden Strahl a von 
8 schneiden, so muss A oder l-a sich selbst, nämlich dem 
Punkte ^1 ■ a entsprechen, und die beiden Felder haben folglieh 
jeden Punkt von u entsprechend gemein, wie verlangt wurde. 

Jeder durch D gehende Strahl wird von seinem durch Z)j 
gehenden entsprechenden Strahle in einem Punkte von u geschnitten, 
kann also leicht construirt werden; und da je zwei homologe 
Punkte E und Ei auf homologen Strahlen von D und D^ und 
zugleich mit S in einer Geraden liegen, so ist zu E leicht der 
enteprechende Punkt E^ zu finden. Es wird eine sehr nützliehe 
und lehrreiche Übung für Sie sein, wenn sie auf diese Weise zu 
irgend einer gegebenen Curve die entsprechende construiren, d. h. 
zu beliebig vielen Punkten der ersteren die entsprechenden Punkte 
der letzteren. Von Interesse ist bei dieser Consttuction nament^ 
lieh die Frage, wo die Fluchtlinie des einen Feldes liegt, welche 
der unendlich fernen Geraden des anderen entspricht; denn von 
der Lage dieser Fluchtlinie hängt es wesentlich ab, ob und mit 
wie vielen Zweigen die gesuchte Curve in's Unendliche sich er- 
streckt. Die Fluchtlinie ist zu der Colliueationsaxe parallel, 
weil sie ihre entsprechende Gerade auf der Collineationsaxe und 
zugleich in einem unendlich fernen Punkte schneidet, — Rückt 
die CoUiaeationsaxe in's Unendliche, so werden je zwei homologe 
Gerade parallel, und die Felder heissen alsdann perspektiv ähn- 
lich. Die Lehre von der Aehnlichkeit ebener Figuren ist Ihnen 
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20 Dritter Vortrag, 

aas der Geometrie der Alten längst bekannt sie ist ein beson- 
derer Fall der Lehre von der Colhneition 

Zwei collineare ebene Felder t] r^ deren nnendlich fernen 
Geraden einander niclit entsprechen können ani zwei verschiedene 
Arten in perspective Lage gebricht werden Min bestimme in 
ihnen zunächst die beiden Fluchtlinien dann entsprechen einander 
die beiden Parallelstrahlenbüscbel von 15 und ij welchen diese 
Fluchtlinien angehören. Dagegen ent"^] 1 echen zwei beliebigen 
anderen Parallelen a, b von 1] illemil zwei nicht parallele Gerade 
«1, &! von tii, weil Oj und 6^ m einem eigentln.hen Punkte der 
Fluchtlinie von Tj^ sich schneiden mus'^en Es giebt folglich in 
einem bestimmten Abstände von dieser Flnchthnie zwei und nur 
zwei zu ihr parallele Gerade w, und i^ aif welchen durch 0, 
und 6j Strecken von derselben L nge begienzt weiden, wie auf 
den entsprechenden Geraden u und v durch die Parallelen a und 6; 
die Punktreiheu Mj und Vj aber sind die einzigen von vj^, welche 
den ihnen entsprechenden Punktreiheu n und v projektiv gleich 
sind. Werden die co! linearen Felder in solche Lage ge- 
bracht, dass die Punktreihen m und % {oder auch v und Vj) sich 
decken und alle ihre Punkte entsprechend gemein haben, so liegen 
sie perspectiv. Sie bleiben perspectiv, wenn man sie hernach um 
ihre entsprechend gemeinschaftliche Gerade dreht, bis ihre Ebenen 
zusammenfallen, und mau erhält dann leicht zwei Strahlenbüschel 
in 7], welche den entsprechenden Strahlen bnscheln von ■nj^ projectiv 
gleich sind (Seite 18). 

Zwei colHueare ebene Curven, deren nnendlich fernen Punkte 
einander nicht entsprechen, können dem Vorhergeherden zufolge 
in solche Lage gebracht werden, dass sie als Schnitte einer conischen 
Fläche erscheinen. Welche Eigenschaften sie mit einander gemein 
haben, lehrt dann die Anschauung ohne viel Mühe. — Zwei be- 
liebige Curven zweiter Ordnung, anf welchen je drei Punkte A, 
B, und j4j, ßj, (7^ willkürlich angenommen sind, könneu in 
solche Lage gebracht werden, dass durch sie und die drei Geraden 
AÄ^, Bß^ und CCj ein Kegel zweiter Ordnung geht (vgl. Seite 10). 

Wir können zwei ebene Felder r^, r^ in allgemeiner Weise 
collinear auf einander beziehen, indem wir sie zunächst als Schnitte 
irgend eines Strahl enbiindels auffassen nnd sodann in beliebige 
Lage zu einander bringen. Ihre Collineation ist die bisher be- 
trachtete gewohnliehe, wenn das Centrum S des Bündels weder 
in T] noch in vj^ liegt; sie artet dagegen aus, wenn das Centrum 
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S entweder in einem dieser beiden Felder oder auf ihrer Schnitt- 
linie M^ liegt. Da die Ausartungen der Collineation und 
lier Correlation neuerdings für manche üntereuehungen wichtig 
geworden sind, so wollen wir sie für ebene Felder V], ijj hier kurz 
besprechen.*) 

Ist die Collineation von t] und ij^ eine einfach ausgeartete, 
so enthält das eine v| dieser beiden Felder einen singulären Punkt S, 
welchem jeder Punkt von r^^ entspricht, und das andere r^^ ent- 
hält einen singulären Strahl m^, welchem jeder Strahl von v] ent- 
spricht. Der Strahlenbüschel S von t\ ist zu der Punktreihe Uj 
von 1], projectiv, und einem beliebigen Strahle a desselben ent- 
spricht in Tjj jeder Strahl des homologen Punktes Ä^ von M[ ; 
umgekehrt eutspricht diesem Paukte A^ von v]j jeder Punkt des 
homologen Strahles a von S und V]. Dieses lehrt die unmittelbare 
Anschauung, wenn r^ und v]^ als Schnitte eines StrahJenbündels 
aufgefasst werden, dessen Mittelpunkt S" in ■»] liegt. 

Die Collineation von f\ und tJi ist eine zweifach ausgeartete, 
wenn jedes dieser beiden Felder einen singulären Punkt und einen 
singulären Strahl enthält, welche ineident sind, und denen jeder 
Punkt resp. jeder Strahl des anderen Feldes entspricht. Einem 
beliebigen Punkte des singulären Strahles von t] resp. i^j ent- 
sprechen alle Punkte des singulären Strahles von \ resp. ■») 
und einem beliebigen Strahle des singulären Pauktes in f\ resp. i^j 
entsprechen alle Strahlen des singulären Punktes in v]^ resp. tj. 
Andere mehrfach ausgeartete Coli ine ationen übergehen wir der 
Kürze wegen. 

Ans diesen beiden ausgearteten Coli ine ationen nun ergeben sich 
■drei ausgeartete Correlationen (reciproke Verwandtschaften), wenn 
das eine oder das andere der coUinearen Felder v], tjj durch ein zu ihm 
reciprokes Feld ■»]' ersetzt wird. 

Die Correlation von i] und -r{ ist eine einfach ausgeartete 
erster Species, wenn die beiden reciproken Felder v], tj' je einen 
singulären Punkt 'S resp. S' enthalten. Dem singulären Punkte 
von einem dieser Felder entspricht jeder Strahl des andern Feldes; 
die Büsche! S, S' der beiden Felder sind projectiv, und einem be- 
liebigen Strahle von einem dieser Büschel entspricht in dem Felde 
des anderen jeder Punkt des homologen Strahles. 

*) Vgl. Hirst, On the Correlation of two planes (Proc. Lond. Math. 
Soc, Vol T. tind Annali di Mathematica, Ser. IL T. 6); Fiedler, daratel- 
Jende Geometrie, Bd. L 
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22 Dritter Vortrag. 

Die Cürrelation von tj^ und t\ ist eine einfach ausgeartete 
zweiter Species, wenn die beiden reciproken Felder t]^, ti)' je einen 
singulären Strahl u^ reap. u enthalten. Dem singuJären Strahle 
jedes dieser Felder entsprechen alle Punkte dea anderen; die Punkt- 
reihen M,, u sind projectiv, und einem beliebigen Puukte von 
einer derselben entsprechen in dem anderen Felde alle Strahlen 
des homologen Punktes. 

Die Correlation von t\ und i\ ist eine zweifach ausgeartete 
nnd von jeder der beiden vorhergehenden eine Ausartung, wenn 
jedes der reciproken Felder einen singulären Puükt und einen 
singulären Strahl enthält, welche incident sind, und denen jeder 
Strahl resp. jeder Punkt des anderen Feldes entspricht. Jedem 
Punkte des singulären Strahles des einen Feldes entsprechen alle 
Strahlen des singulären Punktes des anderen. 

Von der gewöhnlichen Correlation zweier Felder t], V]j, wel- 
che durch ein Viereck S T U V von tj und das entsprechende 
Vierseit Sj f, j/, o, von t]j bestimmt ist, gelangen wir zu den 
ausgearteten Correlationen, indem wir das Vierseit oder das Vier- 
eck oder beide ausaiten lassen. Wenn das Vierseit ausartet, in- 
dem Vi um den Punkt )?, Sj sich dreht, bis die Eckpunkte Mj v^ 
und Ij i\ zusammenfallen, so wird die Correlation eine einfach 
ausgeartete erster Species, und zwar werden S und t^ Ui % die 
singulären Punkte von rt und y\j. Artet dagegen das Viereck aus, 
indem Fauf UV fortrückt bis in die Seite ST, sodass die Seiten 
VS, FrundSTzusammeufallea, so wird die Correlation eine einfach 
ausgeartete zweiter Species, und zwar werden u^ und VST die 
singulären Strahlen von kjj und v^. Wenn sowohl das Vierseit als 
auch das Viereck in dieser Weise ausarten, so wird die Correlation 
eine zweifach ausgeartete. 

Da wir das einfache Vierseit Sj t^ Mj v^ auch als ein Vier- 
eck Aj By Cj D^ und das einfache Viereck S T ü V als eiu 
Vierseit a h c d auffassen können, so ergiebt sich hieraus: 

,,Die gewöhnliehe Correlation r^ [a b c d)'/^ 15^ {^ij iJ^ Q i)^)- 
„der ebeuen Felder >;, ■>]j gebt auch dann in die einfach aus- 
„ geartete Correlation erster oder zweiter Species über, wenn 
,,von dem Vierecke A^ B^ Cj D^ zwei Eckpunkte resp. von 
„dem Vierseite a b c d zwei Seiten einander unendlich sich, 
„nähern." 

Wir bezeichnen die bisher betrachteten drei ausgearteten 
Correlationen als ,, einfach" singulare, indem wir hervorhebenf 
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Ausartungen der Collineation und der Correlation. 23 

dass bei ihnen jedes der reeiproken Felder nicht mehr als einen 
siugulärea Punkt oder Strahl enthält. 

Die Correlation vou ij u]]d iji wird eine zweifach singulare 
erster Speeies, wenn von dem Vierecke Ä^ B^ Cj D, zwei Paar 
Eckpunkte auf irgend zwei Gegenseiten unendlich nahe an einander 
rücken, sodass die übrigen Gegenseiten zusammenfallen und ihr 
Schnittpunkt unbestimmt wird. Die reeiproken Felder ■(], Vj^ ent- 
halten in diesem Falle je eine Reihe tt resp. % aingulärer Punkte; 
jedem Punkte von u oder u^ entsprechen alle Strahlen vou vj^ 
resp. ij, der Geraden u oder % aber entsprechen alle Punkte von 
Tji resp. 7], — Die Correlation ist eine zweifach singulare zweiter 
Speeies und derjenigen erster Speeies reciprok, wenn die beiden 
Felder je einen Büschel S resp. S^ singulärer Strahlen enthalten. 

Wenn in späteren Vorträgen von Correlation oder reciproker 
Verwandtschaft schlechthin die Rede ist, so ist eine nicht 
ausgeartete Correlation gemeint. Ebenso verstehen wir unter einer 
Collineation die gewöhnliche, falls sie nicht ausdrücklich als aus- 
geartete bezeichnet wird. 



Vierter Vortrag. 

Collineation nnd Correlation räumlicher Systeme. 



Die bisherigen Entwickelungen bieten uns nunmehr die Mittel 
dar, zwei räumliehe Systeme oder zwei Theile des Raumes auf ein- 
ander, den Raum also auf sich selbst collinear oder reciprok zu 
beziehen. Aus deu allgemeinen Definitionen der Collineation und 
der Correlation leiten wir für räumliche Systeme folgende Defi- 
nition ab: 

Zwei Räume oder räumliehe Systeme S und 2^ sind colli- 
near, wenn jedem Punkte P von S ein Punkt P^ wn 2, entspricht, 
jeder durch P gehenden Geraden oder Ebene von S aber eine durch 
Pj gehende Gerade resp. Ebene von 2,. 

Zwei Bäume S und \ sind reciprok (correlativ), wenn jedem 
Punkte P von S eine Ebene ic^ von Sj entspricht, jeder durch P 
gehenden Geraden oder Ebene von S aber ein in Xj liegender 
Strahl resp. Punkt von S,. 
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Aiieh hier beweisen wir ohne Mühe den schon früher allgemein 
aufgestellten Satz, dass zwei Grund gebil de, welche einem dritten 
entweder beide collinear oder beide reciprok sind, zu einander 
coUinear sein müssen. Da hiernach die CoUineation aus der Corre- 
lation abgeleitet werden kann, so darf ich mich meistens auf die 
Untersuchung der letzteren beschränken. 

Entsprechen einander in zwei reciproken Räumen ein Punkt 
P und eine Ebene x^, also auch der Strahlenbündel P und das 
ebene Feld 7:^, so sind letztere gleichfalls reciprok; denn jeder 
Ebeno e von P entspricht ein Punkt E^ in x,, und jedem in s 
liegenden Strahl von P entspricht ein durch E^ gehender Strahl 
von Tz^. Vier harmonischen Elementen des Bündels P oder 
überhaupt des einen Raumes entsprechen daher allemal vier har- 
monische Elemente in tc^ oder im anderen Räume. Folglich muss 
auch jeder Punktreihe des einen Raumes ein zu ihr projectiver 
Ebenenbüschel des anderen, und jedem Strahlenbüschel ein zu ihm 
projectiver Strahlenbüschel entsprechen. In zwei collinearen 
Räumen entspricht ebenso jedem ebenen Felde ein coUineares ebenes 
Feld, jedem Bündel ein collinearer Bündel, jeder Punktreihe eine 
zu ihr projective Punktreihe u. g. w. Zwei collineare nnd eben- 
so zwei reciproke Räume heissen deshalb auch projectiv. Es folgt; 
,, Wenn zwei collineare oder reciproke Räume drei Elemente 
„eines einförmigen Grundgebildes, oder auch vier gleichartige 
„Elemente eines Grundgebildes der zweiten Stufe entsprechend 
,, gemein haben, so haben sie jedes Element dieses Grundgebildeg 
,, entsprechend gemein" (Seite 14), 
Dabei wird vorausgesetzt, dass im letzteren Falle, welcher nur bei 
collinearen Räumen eintreten kann, keine drei von jenen vier 
Elementen einem und demselben einförmigen Grundgebilde an- 
gehören. 

Um nun zwei Räume S und 2^ reciprok auf einander zu 
beziehen, verfahren wir wohl am einfachsten und anschaulichsten 
wie folgt. Wir nehmen in S irgend zwei Strahlenbündel A und 
B an, und beziehen dieselben auf je ein in Sj liegendes ebenes 
Feld a^ resp. ß^ reciprok, so jedoch, dass der Geraden AB die 
Schnittlinie «^ ß^ entspricht, sowie jeder durch AB gehenden ge- 
meinschaftlichen Ebene der Bündel ein auf ajßi liegender ge- 
meinschaftlicher Punkt der Felder. Damit ist dann jedem Punkte 
P von 2 eine Ebene x^ in 2^ zugewiesen, und jedem durch P 
gehenden Strahle l ein in tc^ liegender Strahl l^. Denn den 
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Strahleii AP und BF, welche mit AB in einer und derselben 
Ebene liegen, entsprechen in ccj und ßj zwei Strahlen, welche 
mit Kjß^ einen und denselben Punkt gemein haben und daher 
eine dem Punkte P entsprechende Ebene iLj bestimmen; and ebenso 
eutaprieht dem Strahle l von S, welcher aus A und B durch zwei 
Ebenen Al und Bl projicirt wird, ein Strahl l^, welcher von % 
und ßi in den entsprechenden zwei Punkten a^ l, und ß, l^ ge- 
schnitten wird. Ist endlich in 2 irgend ein ebenes Feld v| ge- 
geben, durch welches die Bündel A und B perspectiv auf einander 
bezogen werden, so dass sie also den Ebenenbiischel AB sni- 
spreehend gemein haben, so werden dadurch zugleich die ebenen 
Felder a^ und ß^ (weil a, 7^ ^ 7; £ ^ ßj) collinear auf ein- 
ander bezogen, so dass sie die Punktreihe »j ßj entsprechend 
gemein haben. Folglich liegen (nach Seite 17) a.^ und ßj per- 
spectiv und erzeugen einen Strahlenbündel £^, welcher dem ebenen 
Felde t] entspricht und demselben reciprok ist. Der Ebene v] von 
S, welche durch eine Gerade l oder einen Punkt P geht, ent- 
spricht somit ein Punkt £',, welcher auf der entsprechenden Ge- 
raden l^ oder Ebene Xj liegt. Auch der unendlich fernen Ebene 
des einen Raiimes entspricht auf diese Weise ein Punkt de& andern, 
und zwar im Allgemeinen ein eigentlicher Punkt. Also: 

„Zwei Räume 2 und Üj lassen sieh stets auf eine einzige 
„Art reciprok so auf einander beziehen, dass zwei Strahlen- 
„ bündeln A und B von 2 zwei denselben reeiproke ebene Fel- 
„der a^ und ß^ von 2^ entsprechen, wenn nur die Correlation 
,, zwischen A und Kj und zwischen B und ß, so festgestellt 
„ist, dass jeder gemeinschaftliehen Ebene von A und B ein ge- 
,,meinschaftlicher Punkt von a^ und ßj entspricht." 
Wir können daraus schliessen: 
„Sollen zwei Räume 2 und 2j reciprok auf einander be- 
„zogen werden, so darf man fünf beliebigen Punkten A, B, C, 
„D, E des ersteren, von denen keine vier in einer Ebene 
„liegen, irgend fünf Ebenen a^, ßj, Yj, 8^, e^ des letzteren, von 
„denen keine vier durch einen Punkt gehen, als entsprechende 
„zuweisen, wodurch dann aber jedem Elemente von 2 ein soi- 
„ches in 2^ zugewiesen ist." 
Wir müssen nämlich und können auf eine einzige Art den Strah- 
lenbündel A reciprok auf das ebene Feld «j beziehen, so dass den 
Strahlen AB, AC, AD, AE die resp. Strahlen äj ßp n^ 7^, a, \, 
«1 e^ entsprechen (Seite 8); und ebenso ist zwischen dem Bändel 
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B uad dem ebenen Felde ß^ eine Correlation herstellbar, so dass 
die vier Strahlenpaare BA und ß,a^, BO und ß]_7t, -B-D und ßi&i, 
BE und ßjE, ans homologen Strahlen bestehen. Weil nun den 
gemeinschaftliehen drei Ebenen ABC, ABD nnd ABE der Bün- 
del A und B die reap. drei gemeinschaftlichen Punkt;« «ißiYi, 
a^ßjSj nnd «ißiS, der ebenen Felder a^ nnd ß, eiitaprechen, so 
entspricht jeder Ebene des Büschels AB ein und nur ein Punkt 
der Punktreihe «iß^; der Satz ist also auf den vorhergehenden 
zurückgeführt. 

Für collineare Räume folgt ebenso: 

,, Sollen zwei Räume S und S^ collinear auf einander be- 

„ zogen werden, so darf man fünf beliebigen Punkten des einen, 

„von denen keine vier in einer Ebene liegen, irgend fünf der- 

„ selben Bedingung genügende Punkte des andern als ent- 

„ sprechende zuweisen, wodurch dann jedem Elemente von S ein 

„solches von 2j zugewiesen ist," 

Dieser Satz lässt sich entweder direkt beweisen auf analoge Weise, 

wie vorhin derjenige über reciproke Räume, oder einfacher noch 

auf diesen zurückführen durch die Bemerkung dass zwei Räume 

welche einem dritten reciprok sind, collinear sein müssen. Wir 

können nämlich die beiden gegebenen Räume auf einen dritten 

reciprok beziehen, so dass beliebigen fünf Ebenen des letzteren 

die resp. fünf gegebenen Punkte von jedem der ersteren entsprechen; 

dadurch wird die collineare Verwandtschaft zwischen den gegebenen 

Räumen hergestellt. Statt der beiden räumlichen Fünfecke können 

auch zwei FünfÜache der beiden Räume einander zugewiesen werden; 

auch durch diese ist die Collineation der Räume völlig bestimmt. 

Da jeder Punkt eines räumlichen Fünfecks dreifach unendlich 

viele Lagen annehmen kann, so lassen sich zwischen zwei Räumen 

fünfzehnfach unendlich viele Colli neationen und ebenso viele Corre- 

lationen herstellen. Eine dieser Coliiueationen ist diejenige der 

Identität; für sie gilt der Satz: 

„ Wenn zwei collineare Räume fünf Punkte, von denen keine 
,,vier in einer Ebene liegen, oder auch fünf Ebenen, von denen 
„keine vier durch einen Punkt gehen, entsprechend gemein 
„haben, so haben sie alle ihre Elemente enti5prechend gemein, 
„nnd sind identisch." 

Als Haiiptergebniss dieser ganzen Untersuchung ist der jetzt 
geführte Beweis des Dualität s-Princips zn betrachten. Wenn 
nämlich zwei Räume reciprok auf einander bezogen werden können. 
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lud reciproke Räume. 




SO kamt anch zu jedem beliebigen räumlichen Gebilde ein reei- 
prokes constniirt werden, dessen Eigenschaften sich aus deu- 
jenigen des ersteren ergeben. Ich werde deshalb künftig mich be- 
gnügen, von je zwei reciproken Sätzen nur den einen zu beweisen, 
empfehle Ihnen jedoch, anch den Beweis des andern manchmal 
direkt zu führen statt mittelst des Dualitäts-Princips. 

Zwischen räumlichen Gebilden, z. B. Curveu oder Flächen, 
welche in collinearen oder reciproken Räumen einander entsprechen, 
bestehen bemerkenswerthe Beziehungen. Dieselben sini3 namentlich 
von Interesse bei doppelt gekrümm- 
ten oder ,, gewundenen" Curveu, 
d. h. bei solchen, vou denen kein 
Stück in einer Ebene liegt. Ehe 
ich jene Beziehungen nenne, schicke 
ich über diese „Raumeurven" einige 
Bemerkungen voraus. 

Werden irgend zwei Punkte P 
und Q einer Eaumeurve durch eine 
Gerade PQ verbunden (Fig. 5), und 
gleitet sodann der eine Q dieser 
Punkte auf der Curve fort, so be- 
schreibt die Sehne FQ einen Kegel, 
dessen Mittelpunkt P ist, und wel- 
cher aus diesem Punkte die Curve 
projicirt. Nähert sich Q mehr und 
mehr dem festen Punkte P, so 
nähert sich PQ einer festen Ge- 
raden %}, mit der sie schliesslich 
zusammenfällt, wenn Q mit P sich 
vereinigt. Diese Gerade p heisst 
die „Tangente" der Curve iniPunkte 
P; und von jeder durch p gehenden 
,, berühre"' die Curve im Punkte P. Eine 
Berührungsebene, welche die Tangente p mit einem veränderlichen 
Punkte R der Curve verbindet, beschreibt einen die Curve proji- 
cirendeu Ebenenbüsehel p, wenn B sich auf der Curve fortbewegt; 
sie nähert sich einer festen Ebene tc, mit der sie schliesslich zu- 
sammenfällt, wenn B sich dem Punkte P mehr und mehr nähert. 
Diese Ebene tu heisst die „Sehmieguugs-" oder ,,Krümmuugs- 
Ebene" der Curve im Punkte P; sie „oseulirt" in P die Curve 



Ebene wird gesagt, 
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28 Vierter Vortrag. 

und berührt in der Geraden p den Kegel, welcher die Cnrve aus 
dem Punkte P projieirt, weil sie mit ihm zwei iu p sich vereini- 
gende Strahlen gemein hat. Jede Tangeute kann somit aufgefasst 
werden als Verbindungslinie von zwei, und jede Schmieg ungsebene 
.als Verbiudungs ebene von drei consecutiven Punkten der Curve. 
Umgekehrt fäUt die gemeinschaftliche Gerade von zwei consecutiven 
Schmiegungsebenen einer Curve mit einer Tangente derselben zu- 
sammen, und der Schnittpunkt von drei solchen Ebenen mit einem 
Punkte der Curve. Die Tangenten einer gewundenen Curve bil- 
den einen räumlichen Strahl enbüschel, welcher die Curve „einhüllt", 
und die Schmiegungsebenen bilden einen Ebenenbüschel, welcher 
^er Curve sich „anschmiegt". 

Wenn ein Punkt P die Raumeurve, zugleich aber seine Tan- 
gente p den sie einhüllenden Strahlenbüschel und seine Schmie- 
gungs-Ebene tz den der Curve sieh anschmiegenden Ebenenbüschel 
beschreibt, so bewegt sich P stetig iu p, während p in der Ebene 
TC sieh um P, und zugleich it sich um p stetig dreht. Jeder Punkt 
der Curve, an welchem P den Sinn seiner Bewegung in der Tau- 
gente p ändert, heisst ein stationärer oder „Rückkehr- Punkt" der 
Curve; ebenso heisst jede Tangente oder Schmiegungsebene ,, sta- 
tionär", au welcher p resp. x den Sinn ihrer Drehung um P resp. 
p ändert. 

Sind nun k und k^ zwei gewundene Curven, die iu colli- 
iiearen Räumen einander entsprechen, so muss jeder Geraden, wel- 
che zwei, und jeder Ebene, welche drei Punkte von Ic verbindet, 
eine Gerade resp. eine Ebene entsprechen, welche die homologen 
zwei resp. drei Punkte von fcj. verbindet. Der Tangeute und der 
Schmiegungsebene eines beliebigen Punktes von k entspricht da- 
her die Taugente resp. Schmiegungsebene des homologen Punktes 
von i,. Beschreibt ein Punkt P die Curve k, während zugleich 
seine Tangente p den einhüllenden Strahlenbüsehel von k und 
■seine Schmiegungsebene tu den Ebenenbüschel beschreibt, welcher 
der Curve li sich anschmiegt, so durchläuft zugleich der ent^ 
sprechende Punkt Pj die Curve fc^, die entsprechende Taugeute j>( 
besehreibt den einhüllenden Strahlenbüschel von &(, und die ent- 
sijrechende Schmiegungsebene z, beschreibt den Ebenenbüschel, 
welcher der Curve k^ sich anschmiegt. Jedem stationären Elemente 
von k entspricht ein stationäres Element gleicher Art von Ä, . Ist 
die Curve k „von der nten Ordnung", d. h. bat sie mit einer 
beliebigen Ebene im Allgemeinen und höchstens »Punkte gemein, 
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SO ist auch die Curve k^ von der Mteii Ordnung; denn sie hat 
mit der homologen Ebeue die entsprechenden Punkte gemein. 
Wenn anderseits k „von der mten Classe" ist, d. h. wenn durch 
einen beliebigen Punkt im Allgemeinen und höchstens mSchmieguiigs- 
ebeuen der Curve k gehen, so ist auch k^ von der mten Clause. 
Den unendlich fernen Punkten von /c entsprechen im Allgemeinen 
eigentliche Punkte von k^, weil nur in besonderen Fällen der 
unendlich fernen Ebeue des einen Raumes die unendlich ferne 
Ebene des andern entspricht. 

Wenn die Curve k nach einem beliebigen Gesetz sich stetig 
bewegt, und eine Fläche $ beschreibt, so beschreibt zugleich k-^. 
eine Fläche $j, welche jener entspricht. Diese Flächen werden 
von je zwei einander entsprechenden Schnittebenen in collinearen 
Curven geschnitten; imd wenn *P .,von der Mten Ordnung" ist, 
d. b. mit einer beliebigen Geraden im Allgemeinen und höchstens 
»Punkte gemein hat, so ist auch $( von der « ten Ordnung, 
weil $1 mit der entsprechenden Geraden die entsprechenden 
Punkte gemein hat. Jeder Tangente von $ entspricht eine Tan- 
gente von $1, und ebenso entsprechen die Beröhmngsebenen der 
beiden collinearen Flächen einander. Wenn 9 „von der mten 
Classe" ist, d. h. wenn durch eine beliebige Gerade im Allgemeinen 
und höchstens m Berührungsebenen dieser Flache gehen, so ist 
auch die andere Fläche $j von der mten Classe. Ordnung uud 
Classe einer Raumcurve oder Fläche gehören demnach zu den 
invarianten Eigenschaften derselben. - — Enthält die eine Fläche 
gerade Linien, so enthält die andere ebenso viele gerade Linien;, 
hat die eine Flache Doppelpunkte oder Doppelcurven, durch wel- 
che sie mehr als einmal geht, so gilt dasselbe von den anderen;. 
u. s. w. Dagegen können collineare Flächen sich wesentlich unter- 
scheiden hinsichtlich ihrer unendlich fernen Punkte. So kann die 
eine Fläche von der unendlich fernen Ebene in einer Curve ge- 
schnitten werden, während die andere von der unendlich fernen 
Ebeue in einem Punkte berührt oder aber gar uieht getroffen wird. 

Sind zwei Räume reciprok auf einander he/.ogen, so ent- 
spricht ebenfalls jeder gewundenen Curve k des einen eine ge- 
wundene Curve k^ des andern; jedoch so: Jedem Punkte P von 
k entspricht eine Sehmiegtings ebene Xj von k.^^, jeder Tangente, 
welche zwei, und jeder Sehmiegungsebene, welche drei conseeutive 
Punkte von k verbindet, entspricht eine Tangente von Sj, in 
welcher zwei, resp. ein Punkt, in welchen drei consecutive- 
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Schiuiegungsebenen von k^ sicli schneiden. Die Schmiegungsebeuen 
von k^ umhüllen eine „ abwiciielbare " Fläche, welche die Taugen- 
teu von &i enthält und von jeder Schmiegungsebene längs einer 
dieser Tangenten berührt wird; dieser Fläche entspricht die ab- 
wickelbare Taugentenfläche der Curve k. Jeder Ebene, welche 
von der einen Curve JiPnnkte oder «Tangenten enthält, entspricht 
ein Punkt, durch welchen MSchmieguugsebenen resp. «Tangenten 
der anderen Curve gehen; die Ordnung {oder Classe) der eiuen 
Curve ist deshalb gleich der Classe (resp. Ordnung) der andern. 
Jedem stationären Punkte der einen Curve entspricht eine statio- 
näre Schmiegungsebene der andern. Den Punkten und Tangenten 
einer ebenen Curve entsprechen die Berührungsebenen und Strahlen 
eines Kegels. Den Punkten und Tangenten einer Fläche * ent- 
sprechen die Berührungs ebenen und Tangenten einer Fläche $^, 
und den Berührungsebenen von $ entsprechen die Punkte von 
$1, u. s. w. 

Sollen zwei Räume projectiv auf einander bezogen werden, 
sodass zwei projective Regel.scbaaren ahcd . . . und a^h^c^d^ . . . 
einander als homologe Gebilde entsprechen, so kann man drei 
beliebigen Leitstrahlen p, q, r der einen Regelschaar irgend drei 
Leitstrahlen p^, q^, r^ der andern als entsprechende zuweisen und 
ausserdem noch festsetzen, ob die Räume collinear oder reciprok 
sein sollen (von Staudt). Bezieht man nämlich die beiden Räume 
projectiv so aufeinander, dass den fünf Punkten ap, aq, bp, bq, er 
des einen die fünf Punkte oder Ebenen a^p^, a,Ji, hip^, h^q^, c^r^ 
des andern entsprechen, so entsprechen den Geraden a, b, p, q 
des ersteren Raumes die Geraden «,, &j, p^, q^ des letzteren. 
Ferner entspricht der Geraden c, welche durch den Punkt er geht 
und die Geraden p und q sehneidet, die Gerade Cj, welche durch 
den Punkt CjC] geht, resp. in der Ebene c^r^ liegt, und die Ge- 
raden Pi und 2i schneidet; und ebenso entspricht der Geraden r 
die Gerade r^. Endlich entspricht jedem Strahle d der Regel- 
schaar abc ein Strahl d^ der Regelschaar a^biCj^, sodass die bei- 
den einförmigen Grundgebilde p{abcd) und Ptiitib^c^dj) projectiv 
sind. Damit ist der Satz bewiesen. 

Die Erzeugnisse collinearer und reciproker Räume werden wir in 
den späteren Vorträgen untersuchen. An dieser Stelle aber möchte ich 
Sie noch mit der perspectiven Lage collinearer Räume bekannt 
machen. Da zwei coUiueare Räume sich gegenseitig durchdringen, so 
können einzelne oder unendlich vieleElemente des einen Raumes mit den 
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L des andern zusammenfallen; die Räume können mit 
anderen Worten einzelne Elemente und sogar Gmiidgebilde der er- 
sten oder der zweiten Stufe entsprechend gemein haben. Analoge 
Betrachtungen, wie die früheren über coujective collineare Felder, 
fähren uns zu folgendem Satze: 

Wenn zwei collineare Bäume ein ebenes Feld r^ entsprechend 

gemein haben, so haben sie auch einen Strahlenbündel S etit- 

spjechend gemein; und umgekehrt. 

Namlicb je zwei homologe ebene Felder a und a^ der eoUinearen 
Räume sind ebenfalls collinear (Seite 24) ; ihre Ebenen schneiden 
sich m emer Geraden von ■»], und sie haben jeden Punkt dieser 
Schnittlinie entsprechend gemein, weil jedes Element von f\ mit 
seinem entsprechenden zusammenfällt; sie sind folglieh perspectiv, 
und Schnitte eines Strahlenbündels S. Weil nun jedes Element 
von S, sei ei ein Strahl oder eine Ebene, zwei einander ent- 
sprechende Elemente von a und ctj mit einem sich selbst ent- 
spiechenden Ekmente von vj verbindet, so entspricht es sich selbst. 
Je zwei homologe Punkte der Räume liegen demnach mit S in einer 
Geiaden, und je zwei homologe Gerade liegen mit S in einer 
Ebene und schneiden sich ausserdem in einem Punkte von -t\. — 
Hibeu nmgekehit die Räume einen Bändel S entsprechend gemein, 
so liegen je zwei homologe Strahlen hündel A und A^ derselben 
perspectiv Denn weil der Strahl AA-^ durch S geht, so haben 
die beiden collmearen Bündel nicht nur diesen Strahl, sondern 
auch jede durch ihn gehende Ebene entsprechend gemein, und sind 
Scheine eine« ebenen Feldes t]. In jedem Element von f\ aber 
wird ein Element von S, welches sich selbst entspricht, geschnitten 
von zwei homologen Elementen der Bündel A und A^\ folglieh 
fallen alle Elemente von v] mit ihren entsprechenden zusammen. 
Zwei collineare Räume, welche einen Strahlenbündel S und 
ein ebenes Feld v] entsprechend gemein haben, werden „perspectiv" 
genannt. Der Punkt S, welcher mit je zwei homologen Punkten 
in einer Geraden und mit je zwei homologen Strahlen der Räume 
in einer Ebene liegt, heisst das ,, Centrum", und die Ebene t\, auf 
welcher je zwei homologe Strahlen oder Ebenen sieh schneiden, 
die „Ebene der Collineation oder Homologie". Sollen zwei 
Räume perspectiv auf einander bezogen werden, so kann man 
die Ebene i; und das Centrum S der Collineation willkürhch 
annehmen, und ausserdem irgend zwei Punkte A und A^ einander 
als entsprechende zuweisen, welche mit S in einer Geraden, jedoch 
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ausserbalb "»j liegen. Denn seien B, 0, D drei Puukte von ■<[, 
von deren Verbindungslinien keine die Gerade SAA-^ schneidet, 
so können die Räume eoUinear so auf einander bezogen werden, 
dasa den fünf Punkten A, B, C, D, S des einen die resp. fünf 
Punkte ^1, B, C, D, S des andern entsprechen. Die Strahlen 
SAA^, SB, SC, SD und folglich alle Elemente des Bündels S 
entsprechen sich seihst; ebenso entspricht die Ebene BCD oder-»; 
sich selbst, sowie jedes Element derselben, weil ausser den Punkten 
B, C, D noch ein auf SAA^ liegender Punkt von i] sich selbst 
entspricht (Seite 15), 

Tu perspectiven Räumen kann mit grosser Leichtigkeit zu 
jedem Gebilde das entsprechende construirt werden auf dieselbe 
Art, wie in perspectiven Feldern, die in einer Ebene liegen. Wenn 
insbesondere die Coli ineations -Ebene unendlich fern liegt, so sind 
je zwei homologe Gerade oder Ebenen parallel; in diesem Falle 
werden die Räume „perspectiv ähnlich" genannt. Die Stereometrie 
wird Sie bereits mit solchen ähnlichen Räumen bekannt gemacht 
haben; eine Maschine z. B. und ein getreues Modell derselben 
können als Theile ähnlicher Eäume angesehen und in die perspec- 
tive Lage gebracht werden, so dass die Verbindungslinien von je 
zwei homologen Punkten sich in einem festen Punkte, dem Colii- 
neations-Centrum oder ,,Aehnlicbkeits-Punkte" schneiden, und je 
zwei homologe Strahlen oder Ebenen parallel sind. ■ — Zwei colli- 
neare Räume können nur dann in perspective Lage gebracht wer- 
den, wenn in ihnen homologe Kugeln vorkommen; denn nur in 
diesem Falle lassen sich in ihren unendlich fernen Ebenen z.wei 
congruente homologe Punktreihen nachweisen. 

Wir wollen noch kurz die wichtigsten Ausartungen der 
räumlichen Correlation besprechen, aus welchen diejenigen der 
Collineation leicht abzuleiten sind. Die Correlation der reciproken 
Räume 2, Sj sei gegeben durch ein räumliches Fünfeck J..BCi>^ 
von S und das entsprechende Fünfflach a^ ß^ fi ^i ^i ^o^ ^i- 
Dieselbe ändert sich, wenn der Punkt E seine Lage ändert; sie 
artet aus {vgl. Seite 22), wenn das Fünfeck ausartet, indem sein 
Eckpunkt E einem Eckpunkte S oder einer Fläche i\ oder einer 
Kante u des Tetraeders AB CD unendlich sich nähert. Ebenso 
entspricht jeder Ausartung des Fünffiaches % gj fj S^ e^ eine 
i Correlation der beiden Räume. 
Ist die Correlation von S und 2^ eine einfach ausgeartete 
r Species, so eutliält jeder der reciproken Räume 2, Sj einen. 
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singulären Punkt S resp. S^, welchem alle Ebenen des andern Rau- 
mes S^ resp. 2 entsprechen. Die Strahlenbündel S, Sj sind reei- 
prok, und einer beliebigen Ebene oder Geraden eines jeden -von 
ihnen entspricht in dem Räume des anderen jeder Punkt des ho- 
mologen Strahles resp. jede (Gerade der homologen Ebene dieses 
anderen Bündels. Diese ausgeartete räumliche Correlation läuft 
anf die gewöhnliche Correlation der Bündel .S', S^ hinaus. 

Ist die Correlation von 2 und ^j eine einfach ausgeartete 
zweiter Species, so enthält jeder der reciproken Räume 2, 2^ 
eine singulare Ebene v] resp. i\^, welcher alle Punkte des andern 
Raumes S^ resp. 2 entsprechen. Die Felder vj und r^^ sind reei- 
prot, und einem beliebigen Punkte oder Stralile eines jeden von 
ihnen entspricht in dem Räume des anderen jede Ebene des ho- 
mologen Strahles resp. jeder Strahl des homologen Punktes dieses 
anderen Feldes. Diese ausgeartete Correlation kommt auf die gewöhn- 
liche der Felder ti, t]^ hinaus, und ist der vorhergehenden reciprok. 

Ist die Correlation von S und S^ eine einfach ausgeartete 
dritter Species, so enthält jeder der reciproken Räume 2, S^ einen 
singulären Strahl u resp. m,, welchem alle Strahlen des anderen 
Raumes S, resp. S entsprechen. Sowohl die Punktreihen w, «^ 
als auch die Ebenenbüschel u, Uj sind projeetiv; jedem Punkte 
von M entsprechen in 2^ alle Ebenen des homologen Punktes von 
M, , und jeder Ebene von u entsprechen alle Punkte der homologen 
Ebene von u^. Einem beliebigen Punkte A von 2 entspricht in 
2, die Ebene «j von w^, welche der Ebene uA homolog ist; einer 
beliebigen Ebene ß von 2 entspricht in 2j der Punkt B^ von %, 
dessen homologer der Punkt u^ ist. Zwei mit «resp. u^ ineidente 
Gerade der beiden Räume entsprechen einander, wenn sie durch 
homologe Punkte von u und % gehen und zugleich in homologen 
Ebenen von u und u^ liegen. 

Jede dieser drei einfach ausgearteten CorreJationen ist ein- 
fach singulär und kann wiederum auf zweifache Weise ausarten 
(vgl. Seite 22), Doch übergehen wir von den so entstehenden 
zweifach ausgearteten Correlationen alle einfach singulären und 
beschränken uns auf die folgenden drei zweifach singulären Corre- 
lationen, welche zweifachen Ausartungen des Fünfecks ABCDE von 
2 oder des homologen Fünfflaches a^ ßj ^i \ Sj von 2, entsprechen. 

Die zweifach singulare Correlation erster Species läuft auf 
die Projectivität zweier Ebenenbüschel hinaus. Die reciproken 
Räume 2, 2j enthalten nämlich je eine Reihe m resp. Wj singu- 
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lärer Paukte, von denen jeder allen Ebenen von S^ resp. S ent- 
apricht; die Ebenenbüschel u, m, aber sind projectiv. Jeder Ebene von 
einem dieser Biiscbel entsprechen alle Punkte der homologen Ebene 
des anderen. Der singulare Strahl u von S resp. Wj von 2^ ent- 
spricht allen Strahlen von Sj resp, S; jeder Strahl von 2, der 
mit u in einer Ebene liegt, entspricht allen Strahlen von 2^, die 
mit Mj in der homologen Ebene liegen. 

Die zweifach singulare Correlation zweiter Species ist der- 
jenigen erster Speeies reciprok und läuft auf die Projectivität 
zweier Punktreihen v, v^ hinaus. 

Die zweifach singulare Correlation dritter Speeies läuft auf 
die Projectivität zweier Strahlenbüschel S, S^ hinaus. Zwei Strahlen 
der reciproken Räume 3, 3, oder ein Punkt des einen Baumes 
und eine Ebene des anderen entsprechen einander, wenn sie mit 
irgend zwei homologen Strahlen der Büschel S, S^ incident sind. 
Der Mittelpunkt, ein beliebiger Strahl resp. die Ebene eines jeden 
dieser Büschel entspricht allen Ebenen, Strahlen resp. Punkten 
des ßaumea, zu welchem der andere Büschel gehört, 

A-us diesen drei zweifach singuiären Correlationen entstehen 
durch Ausartung der zugehörigen Projectiv itäten verschiedene aus- 
geartete, die wir übergehen. Doch sei noch bemerkt, dass die 
Correlation von 2 und 3j eine dreifach singulare ist, wenn jeder 
der reciproken Räume S, 2, entweder ein ebenes Feld i^ resp. fi^ 
singulärer Punkte oder einen Bündel S resp. S^ singulärer Ebenen 
enthält (vgl. Seite 23). Im ersteren dieser beiden reciproken Fälle 
entsprechen jedem Punkte oder Strahle von f\ resp. ii^ alle Ebenen 
oder Strahlen von S^ resp. S, und der Ebene i] resp. t;^ ent- 
B Punkte von 2, resp. S, 



Eftnfter Vortrag. 

Flächen zweiter Ordnung, ihre Erzeugung 
und Classiflcirung. 



AVie wir durch projective einförmige Grundgebilde zu den 
Eleraentargebilden zweiter Ordnung geführt worden sind, ebenso 
gelangen wir durch projective Grundgebilde zweiter Stufe zu den 
Flächen und Ebenenbüudeln zweiter Ordnung. Nämhch: 
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Eiue Fläche zweiter Ordnung 
wird erzeugt durch zwei reciproke 
Strahlenbündel, welche nicht 
CODCentriseh sind; jeder Strahl 
des einen Bündels wird von der 
ihm entsprechenden Ebene des 
andern in einem Punkte der 
Fläche geschnitten (Seydewitz*). 



Ein Ebenenbündel zweiter 
Ordnnng wird erzeugt durch 

zwei reciproke Felder, die nicht 
in derselben Ebene liegen: jeder 
Strahl des einen Feldes liegt mit 
dem ihm entsprechenden Punkte 
des andern in einer Ebene des 
Bündels. 



Da die Fläche zweiter Ordnung und der Ebenenbündel zweiter 
Ordnung reciproke Gebilde sind, so ergeben sieh mittelst des Dua- 
litäts-Princips alle Eigenschaften des einen dieser beiden Gebilde 
sofort aus denjenigen des andern, und wir dürfen uns daher auf 
die Untersuchung der Fläche zweiter Ordnung beschränken. Uebri- 
geus ivird sieh herausstellen, dass der Ehenenbündel zweiter Ord- 
nnng i. A, aus den Berührungsebenen einer Fläche zweiter Ord- 
nung besteht, so dass auch abgesehen vom Dualitäts-Princip die 
Theorie der Ebenenbündel in derjenigen der Flächen zweiter Ord- 
nnng enthaHen ist. Man nennt die Ebenenhündel zweiter Ord- 
nung auch wohl „Flächen zweiter Ciasse". 

Seien S und Sj die Mittelpunkte der beiden reeiproken Bün- 
del, durch welche eine Flache F* zweiter Ordnnng erzeugt wird; 
dann lässt sich zunächst leicht einsehen, dass jede durch S ge- 
legte Ebene a von der Fläche in einer Curve zweiter Ordnung 
geschnitten wird. Und zwar geht diese Curye durch S und den 
Punkt, in welchem die Ebene a von dem ihr entsprechenden 
Strahle a^ des Bündels Sj geschnitten wird, und kann in beson- 
deren Fällen aus zwei Geraden besteben. Nämlich dem in a liegen- 
den Strahlenbüschel von S entspricht der durch a^ gebende Ebenen- 
büscbel von S^; diese beiden Büschel aber sind projectiv und er- 
zeugen die Curve zweiter Ordnung, welche a mit der Fläche F^ 
gemein hat, und welche nur dann in zwei Gerade zerfällt, wenn 
irgend ein Strahl des Büschels a in der ihm entsprechenden Ebene 
von «^ liegt. Die Curve zweiter Ordnung wird auch erzeugt 
durch zwei projective Strahlenbüschel, von welchen der eine der 
vorhingenannte Büschel S in a, der andere aber der Schnitt des 
Ebenenhüschels a^ mit der Ebene a ist, und diese Büsciie! haben 
nur in jenem besonderen Falle perspective Lage. Hierana ersehen 

*) Seydewitz in Grunert's Arctiv für Math. u. Phys. Bd. 9. S. 15S. 
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Sie, dass die Schtittcurve von F^ nnd a dnreli die Punkte S und 
a,a geht. — Ebenso wird die Fläche zweiter Ordnaiig von jeder 
durch S^ gehenden Ebene in einer diesen Punkt enthaltenden 
Gurve zweiter Ordnung geschnitten. 

Es folgt hieraus, dass die Fläche F* mit keiner Geraden g, 
die nicht ganz auf ihr liegt, mehr als zwei Punkte gemein haben 
kann; denn die Curve zweiter Ordnung, in welcher die Fläche 
von der Ebene Sff geschnitten wird, hat mit der Geraden g höch- 
stens zwei Punkte gemein, falls sie nicht in ^ und eine zweite 
Gerade zerfällt. Die Fläche ist also wirklich von der zweiten 
Ordnung. Ein durch S gehender Strahl ^ hat mit der Fläche 
im Allgemeinen noch einen von S verschiedenen Pnnkfc gemein, 
nämlich seinen Schnittpunkt mit der ihm entsprechenden Ebene 
7, ; nur dann fallt dieser Schnittpunkt mit S zusammen, wenn f^ 
durch den gern ein .schaftlichen Strahl S^S der Bündel gebt. Wir 
wollen jeden Strahl von S, welcher mit der Fläche zweiter Ord- 
nung nur den Punkt S gemein hat, eine „Tangente" der Flache im 
Punkte S nennen. Da diesen Tangenten je eine durch SS^ gehende 
Ebene entspricht, so liegen sie alle in der Ebene des Bündels S, welche 
dem gemeinschaftlichen Strahle SS^ entspricht; diese Ebene aber 
heisst ,, Berührungs-Ebene" der Fläche F^ im Punkte S. Also: 
,,Dem gemeinschaftlichen Strahle SS^ der Bündel entspricht 
„sowohl in S als auch in S^ eine Berührungsebene der Fläche 
,, zweiter Ordnung." 

Sind nun auch in anderen Punkten der Fläche Be- 
rührungsebenen möglieh? und hat die Fläche auch mit solchen 
Schnittebenen, die nicht durch S oder S^ gehen, Curven zweiter 
Ordnung gemein? Diese Fragen drängen sieh uns jetzt auf, und 
Sie werden gewiss geneigt sein, die letztere Frage zu bejahen, 
wenn Sie berücksichtigen, dass keine ebene Schnittcurve der Fläche 
von einer Geraden in mehr als zwei Punkten getroffen werden 
kann. Auch wissen wir bereits, dass durch jeden Punkt P der 
Fläche zweiter Ordnung zwei Büschel von Kegelschnitten der Fläche 
gehen; denn jede Ebene, welche P mit S oder S^ verbindet, hat 
einen Kegelschnitt mit der Fläche zweiter Ordnung gemein. Wir 
finden wirklich eine bejahende Antwort für die aufgeworfenen 
Fragen, indem wir zeigen: 

„Jeder Punkt einer gegebenen Fläche zweiter Ordnung kann 
„zum Mittelpunkt des einen der beiden reciproken Bündel ge- 
„ wählt werden, welche die Fläche < 
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Seien S und S^ die Mittelpnnkte der reciproken Bündel, dureh 
welche die gegebene Fläche zweiter Ordnung F^ ursprünglich er- 
zeugt worden ist, und sei 5^ ein beliebiger dritter Punkt von F^; 
dann gilt es, die Bündel S und S^ iu solcher Weise reeiprok auf 
■einander zu bezieben, dass auch sie die Fläche erzeugen. Werden 
die Bündel S und S^ in ganz beliebiger Weise reeiprok auf ein- 
ander bezogen, so erzeugen sie eine zweite Fläche F] zweiter Ord- 
nung, welche durch die Punkte S und S^ geht. Ich werde nun 
die reciproke Verwandtschaft zwischen S und S^ so herstellen, 
^ass Fl noch zwei Kegelschnitte mit F^ gemein hat, welche durch S, 
nicht aber durch S^ gehen; und sodann werde ich nachweisen, dass F^ 
uud Ff mit allen ihren Punkten zusammenfallen, also identisch sind. 
Die gegebene Fläche F^ 
schneide ich durch zwei 
Ebenen, welche den Punkt 
S, aber nicbt S^ enthalten, 
in zwei Kegelschnitten x 
und \ (Fig. 6). Es sei T 
der Punkt, in welchem die 
Schnittlinie der beiden 
Ebenen zum zweiten Maie 
der Fläche begegnet ; es sei 
also ST die gemeinschaft- 
liche Sehne der Kegel- 
vig. 6. schnitte X und ),, welche 

zu einer gemeinschaftlichen 
Tangeute wird, wenn T sich dem Punkte S unbegrenzt nähert. 
Damit dann zunächst T auf der von den Bündeln S und S^ er- 
zeugten Fläche Fl liege, mnss dem Strahle ST von S eine durch 
T gehende Ebene S^KL von S2 entsprechen. Diese sonst be- 
liebige Ebene schneide den Kegelschnitt x zum zweiten Male in 
eiueni Punkte K und ebenso )> in einem Punkte L; dann können 
wir die verlangte Correlation der Bündel S und S^ folgender- 
massen herstellen. Wir projiciren den Kegelschnitt x aus dem 
Punkte S durch einen Strahl enbüsehel Sy. und aus der Axe S^K 
'durch einen Ebenenbüschel; dann sind diese Büschel projectiv, weil 
beide zu y. perspectiv sind. Ebenso projiciren wir die Curve \ 
aus S durch einen Strahl enbüsehel S). und aus S^L durch einen 
•Ebenenbüschel, welcher dann zn S\ projectiv ist. Da nun die 
;liche Ebene S^KL der Ebenenbüschel den Sehnitt- 
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pTiukt T der Kegelschnitte projicirt und also dem gemeinschaft- 
lichea Strahle ST der beiden Strahlenbüschel entspricht, so sind 
hierdurch (nach Seite 7) die Strahl enb und el S und S^ reeiprok auf" 
einander bezogen. Die Fläche F\ aber, welche durch diese Bündel 
erzeugt wird, geht nicht nur durch die Punkte Sund S^, sondern 
auch durch den Kegelschnitt x, weil dieser durch den Strahlen- 
büschel Sy, und den ihm entsprechenden Ebenenbüschel S^K er- 
zeugt wird, und ebenso durch den Kegelschnitt \. — Beiläufig 
folgt aus dieser Construction : 

„Zwei gegebene Kegelschnitte y. und X, welche in ver- 
„schiedenen Ebenen liegen, aber sich entweder in zwei Punkten 
„S und r schneiden oder in einem Punkte S berühren, können 
„mit einem beliebigen Punkte S^ durch eine Fläche zweiter 
„Ordnung verbunden werden." 

Mehr als eine solche Fläche zweiter Ordnung ist nicht mög- 
lich, denn zwei Flächen wie i'"'^ und i^^, welche beide durch k, \ 
und Sj gehen, sind identisch, wie aus Folgendem sich ergiebt. 
Zunächst sehneidet jede durch S-^S^ gelegte Ebene, welche von 
y, und X je zwei Punkte enthält, die beiden Flächen in Kegel- 
schnitten, welche zusammenfallen, weil sie ausser S^ noch jene 
auf V. und \ hegenden vier Punkte gemein haben; solche Schnitt- 
ebenen sind aber stets moghch. Sei nun fi ein durch S^ und 3^ 
gehender Kegelschnitt, welcher beiden Flächen zweiter Ordnung 
angehört, aber nicht durch den Punkt S geht; sei ferner P ein 
beliebiger Punkt der einen Fläche. Dann schneidet die Ebene 
8PS^ die beiden Flächen zweiter Ordnung in zwei Kegelschnitten, 
welche ausser S uud S^ drei Punkte mit einander gemein haben, 
nämlich noch je einen Punkt von x, 'k und p.. Da diese beiden 
Kegelschnitte zusammenfallen, so liegt jeder Punkt P der einen 
Fläche auch auf der andern; w. z. b. w. 

Es folgt, dass auch in S^ eine Berührungsebene der Fläche F^ 

vorhanden ist, und dass jede andere durch S^ gelegte Ebene mit F^ 

einen Kegelschnitt gemein hat, der aber in zwei Gerade zerfallen 

kann. Da nun Sg ^'^ beliebiger Punkt der Fläche ist, so haben wir 

folgende Haupteigen seh aft der Flächen zweiter Ordnung bewiesen: 

„Eine Fläche zweiter Ordnung bat mit jeder Schnittebene einen 

„Kegelschnitt gemein, welcher aber in zwei Gerade zerfallen 

„kann. In jedem ihrer Punkte wird die Fläche von einer Ebene 

„berührt: dieselbe enthält alle in diesem Punkte möglichen Tan- 

„genten der Fläche." 
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Noch auf einen Umstand mache ich sie aufmerksam. Um 
zu zeigen, dass durch x, X und S^ eine Fläche zweiter Ordnaug 
gelegt werden könne, haben wir die Strahlenbündel S und Sj, 
reciprok auf einander bezogen, und zwar wiesen wir zunächst 
dem Strahle ST eine beliebig durch .%T gelegte Ebene S^KL 
zu. Da wir dieser Ebene einfach unendlich ¥iele Lagen geben 
können, so ergiebt sich; 

„Zwei Strahl enbündel, deren Mittelpunkte auf einer gegebenen 
„Fläche zweiter Ordnung liegen, können auf einfach unendlich 
„ viele Arten reciprok so auf einander bezogen werden, dsiss sie 
„die Fläche ( 



Weil zwei Bündel S-^ S^ auf achtfach unendlich viele Arten 
reciprok auf einander bezogen werden können (Seite 8), so lassen 
sieh durch zwei gegebene Punkte S^ S^ siebenfach unendlich viele 
Flächen zweiter Ordnung legen. 

Die vorhin bewiesene Haupteigenschaft der Flächen zweiter 
Ordnung wollen wir zunächst zu einer Classificirang dieser Flä- 
chen benutzen. Wir unterscheiden geradlinige Flächen zweiter 
Ordnung, welche durch eine gerade Linie beschriehen werden 
können, und solche, auf denen keine reellen Geraden liegen. Wenn 
nämlich eine Fläche zweiter Ordnung eine Gerade y enthält, so 
hat sie mit jeder durch g gelegten Schnittehene noch eine zweite 
Gerade l gemein; denn der Kegelschnitt, in welchem sie von der 
Ebene getroffen wird, zerfällt alsdann 
in zwei Gerade. Wenn aber die Schnitt- 
ebene um ff sich dreht, so durchlauft 
jene zweite Gerade l die Fläche, Die 
geradlinigen Flächen zweiter Ordnung 
sind nun keine anderen, als die uns 
bereits bekannten Regelflächen und Ke- 
gel zweiter Ordnung, Entweder näm- 
lich schreitet die bewegliehe Gerade l 
so fort, dass keine ihrer Lagen von einer 
früheren geschnitten wird, oder es giebt 
zwei Lagen J^ und l^ derselben, welche 
sich schneiden. Im letzteren Falle muss 
der Schnittpunkt M von l^ und ^ 
(Fig. 7) auf der Geraden g liegen, weil 
die Ebenen gl^ und y/g verschieden sind. 




iig. 1. 
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Seieü nun A üikI B irgend zwei Punkte der Fläcle, welche ausser- 
halb der drei Geraden g, ip l^ liegen, und möge die Fläche zweiter 
Ordnung von irgend zwei durch A und B gehenden Ebenen io 
den Kegelschnitten x und a getroffen werden. Dann sind die bei- 
den Eegel, durch welche k und X aus dem Punkte M projicirt 
werden, identisch, weii sie die fünf Strahlen MA, MB, g, l^, l^ 
gemein haben; und jeder Strahl dea Kegels gehört der gegebenen 
Flache zweiter Ordnung an, weil er von ihr drei Punkte ent- 
hält, nämlich ausser M noch je einen Punkt der Kegelschnitte 
X und \. Also in diesem Falle ist die Fläche ein Kegel zweiter 
Ordnung. 

Wenn anderseits keine Lage der beweglichen Geraden l von 
einer anderen geschnitten wird, so greifen wir drei beliebige 
Lagen l^, l^, l^ derselben heraus. Jede vierte Gerade, welche !j, 
I2 und lg schneidet, gehört dann ebenfalls der Fläche zweiter Ord- 
nung an, weil sie die drei Schnittpunkte mit ihr gemein hat, und 
die Fläche wird von einer beweglichen Geraden beschrieben, die 
an den drei Geraden l^, l^, lg hingleitet. Also ist die Fläche 
zweiter Ordnung in diesem Falle eine Regeifläehe, sei es ein ein- 
sehaliges Hyperboloid oder ein hyperbolisches Paraboloid, 

Die Flächen zweiter Ordnung, auf welchen keine geraden 
Linien liegen, werden eingeteilt in „EUipsoide", ,,ei!iptisehe Para- 
boloide" und ,, zweifache oder zweischalige Hyperboloide". Das 
Ellipsoid hat mit der unendlich fernen Ebene keinen Punkt gemein; 
das elliptische Paraboloid wird von ihr in einem Punkte be- 
rührt, das zweischalige Hyperboloid aber in einer Curve zweiter 
Ordnung geschnitten. Besondere Fälle dieser Fläehenarten erhalten 
wir durch Rotation eines Kegelschnittes um eine seiner Axeu; 
nämlich die Ellipse beschreibt bei einer solchen Drehung ein Ro- 
tations-EUipsoid, die Parabel ein ßotations-Paraboloid, und die 
Hyperbel, wenn sie sich um ihre Hanptaxe dreht, ein zweischaliges 
Rotations-Hyperhüloid. Dagegen wird von der Hyperbel ein ein- 
Kchaliges Rotations- Hyperboloid beschrieben, wenn de sich um ihre 
Nebenaxe dreht. 

Das Ellipsoid bat zufolge seiner Definition mit jeder Schnitte 
ebene eine Ellipse gemein. Das elliptische Paraboloid wird von 
einer Ebene nur dann in einer Parabel geschnitten, wenn die Ebene 
seinen unendlich fenien Punkt enthält; sonst in einer Ellipse 
oder überhaupt nicht. Das byperbolisclie Paraboloid hat mit einer 
Ebene i. A. eine Hyperbel gemein, welche in zwei Gerade zer- 
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falleu kann, nnd nur dann eine Parabel, wenn die Ebene den Be- 
rührungspunkt der unendlich fernen Ebene und des Paraboloides 
enthält. Das ein- und das zweischalige Hyperboloid haben mit 
einer Schnittebene eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel gemein, 
je nachdem die Ebene keinen, oder einen Punkt, oder zwei Punkte 
der nnendlieh fernen Curve des Hyperboloides enthält; doch kann 
die Schnittlinie bei dem eiuschaligen Hyperboloid iu zwei Gerade 
zerfallen, und bei dem zweisehaligeii imaginär werden. 

Ob die Fläche zweiter Ordnung, welche von zwei reciproken 
Strahlenbünde in S und S^ erzeugt wird, geradlinig ist oder nicht, 
lässt sich leicht ermittein, weil jede Beriihruiigsebene einer gerad- 
linigen Fläche zweiter Ordnung mit dieser zwei oder eine Gerade 
gemein hat. Nun entspricht dem Strahle S&\ des Bündels S die 
BerühruDgsebene im Punkte Sj, und den Ebenen des Büschels SS-^ 
entsprechen die Tangenten in S^. Wenn nun zwei Strahlen dieses 
Tangentenbüsehels in den ihnen entsprechenden Ebenen des Bü- 
schels SSj liegen, so hat die Berührungsebene diese zwei Strah- 
len mit der Fläche zweiter Ordnung gemein, und die Fläche ist 
eine Regelfiache. Tritt dasselbe nur für einen Strahl ein, so ha- 
ben wir eine Kegelfläche; und wenn gar kein Strahl des Tangenten- 
büschels in seiner entsprechenden Ebene liegt, so ist die Fläche 
zweiter Ordnung keine geradlinige. Wenn drei und folglich alle 
Ebenen des Büschels SSi durch die ihnen entsprechenden Strah- 
len von Sj gehen, so zerfällt die Fläche zweiter Ordnung in zwei 
Ebenen; wie schon daraus hervorgeht, dass alsdann jeder Kegel- 
schnitt, welchen die Fläche mit einer beliebigen Ebene genlein hat, 
in zwei Gerade zerfallen muss. 

Eine Fläche zweiter Ordnung heisst einfach oder zweifach 
ingulär, wenn sie ein Kegel ist resp. in zwei Ebenen zerfällt; 
ie hat im ersteren Falle einen „ DoppelpunM ", im letzteren 
ine „Doppelgerade" und auf dieser unendlich viele Doppelpunkte. 
Das Ebenenpaar kann als Ausartung von unendlich vielen Kegeln 
betrachtet werden, deren Doppel- oder Mittelpunkte auf seiner 
Doppelgerade» liegen. — Eine einfach singulare Fläche zweiter 
Classe ist ein Kegelschnitt und hat dessen Ebene znr Doppelebene; 
eine zweifach singulare Fläche zweiter Classe zerfällt in zwei Punkte 
und hat deren Verbindungslinie zum Doppelstrahle, sowie alle durch 
sie gehenden Ebenen zu Doppelebenen. Eine dreifach singulare 
Fläche zweiter Ordnung oder zweiter Classe ist eine zweifache 
Ebene resp. ein zweifacher Punkt. 
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Sechster Vortrag. 

Polarentheorie der Flächen zweiter Ordnung*. Durch- 
messer, Mittelpunkt und Hauptaxen derselben. 



Wie die Curven zweiter Ordnung, so haben ancli die Flächen 
zweiter Ordnung gewisse Eigenschaften, weiche gewöhnlich mit 
dem Namen „Polarität" bezeichnet werden. Dieselben lassen sich 
mittelst der Sätze des fünften Vortrages leicht ableiten. Wir 
wollen übrigens im Folgenden die Kegel aweiter Ordnung aus- 
schliessen, weil für sie die Eigenschaften der Polarität schon früher 
(I. Abth. Seite 104) aus denjenigen der Kegelschnitte abgeleitet 
wurden. 

Sei A ein beliebiger Punkt, welcher nicht auf der gegebenen 
Fläche zweiter Ordnung F^ liegen möge. Wir legen durch Ä 
Secanteu an die Fläche, und bestimmen auf jeder derselben den 
Punkt, welcher von A durch die beiden Schnittpunkte mit der 
Fläche harmonisch getrennt ist. Dann müssen alle diese vierten 
harmonischen Punkte in einer Ebene a liegen. Denn der geo- 
metrische Ort dieses vierten hamionisehen Punktes hat mit jeder 
Ebene, welche durch A geht unJ die Fläche F^ in einer Curve 
zweiter Ordnung schneidet, eine Gerade gemein, nämlich die Po- 
lare des Punktes A in Bezug auf jene Ourve; und da diese Ge- 
raden, welche sich paarweise schneiden, nicht alle durch einen 
und denselben Punkt gehen, S() liegen sie alle in einer und der- 
selben Ebene a. Diese Ebene enthält auch den Berührungspunkt 
jeder Tangente, welche von A an eine der Curven zweiter Ord- 
nung gelegt werden kann, sowie den Schnittpunkt von je zwei 
Tangenten der Cnrve, deren Berührungspunkte mit Ä in einer 
. Geraden liegen (vergl. I. Abth. Seite 94). Hieraus ergiebt sich, 
dass auf der Ebene a je zwei Berührungsebenen der Fläche sich 
schneiden, deren Berührungspunkte mit A in einer Geraden Hegen; 
denn die Tangenten, welche in diesen Berührungs ebenen enthalten 
sind, schneiden sich paarweise in Punkten von a. 
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Wir wollen (Ue Ebene a die „Polarebene" oder „Polare" des 
Punktes A nennen and umgekehrt Ä den „Pol" der Ebene a. 
Die Polare eines beliebigen Punktes wird also dnrch folgende 
Eigenschaften der Fläche zweiter Ordnung bestimmt, von denen 
jede auch als Definition der Polare betrachtet und zur Construction 
derselben benutzt werden kann; 

„Werlen au eine Hache zweitei Oidnnng durch einen 
„Punkt 1 weichet nicht auf ihi liegt Secanten und Schnitt- 
„ ebenen gelegt lud bestimmt man 
„1) die Paukte dei Secanten welche durch he Fläche har- 

„mou seh von -i getiennt «ind 
„2) die Pülaien von -Im Bezug luf die KegeKchnitte, welche 

„die Flache mit den Ebenen gemein hat 
„3) die Schnittlinie von je zwei Ebenen welche die Flache 

„in Punkten einer Secanfe berühren, 
„4) die Berührungspunkte sämmtlicher Tangenten und Be- 

„ rährungs eben eil der Fläche, welche darch A gehen, 
,,so liegen alle diese Punkte and Geraden auf einer Ebene a, 
„welche die Polare von A gen au nfc wird, und von welcher A 
„der Pol ist." 
Die Polare eines auf der Fläche liegenden Punktes ist seine 
Beruh rungsebene. 

Während die Tangenten, welche durch einen auf der Fläche 
gegebeneu Punkt an dieselbe gelegt werden kÖnneu, einen Strahlen- 
büschel bilden, so ergiebt sich für einen beliebigen Punkt A, 
welcher nicht auf der Fläche liegt, und dessen Polare die Fläche 
schneidet, Folgendes: 

„Die Berührungspunkte der Tangenten nud Beruh rnngsebenen, 
„welche aus einem beliebigen Punkte A an die Fläche zweiter 
„Ordnung gelegt werden können, liegen auf einem Kegelschnitt; 
„die Tangenten selbst liegen somit auf einem Kegel zweiter Ord- 
„nung, welcher von den Beruh rungsebeuen umhüllt wird." 
Der im Satze angeführte Kegelschnitt nämlich ist derjenige, 
welchen die Polare des Punktes A mit der Fläche zweiter Ord- 
nung gemein hat. Es ist einleuchtend, dass umgekehrt jede Ge- 
rade, welche irgend einen Punkt P dieses Kegelschnittes mit A 
verbindet, im Punkte P die Fläche zweiter Ordnung berührt; denn 
schnitte sie die Fläche in P und einem zweiten Punkte Q, so 
würde der von A durch P und Q harmonisch getrennte Punkt 
ausserhalb der Polare des Punktes A liegen, weil P in i 
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liegt. Jede Ebene, welche aas A eine Tangente des Kegelschnittes 
projicirt, ist folglieh eine Berührungsebene der Fläche, Weil eine 
beliebig durch Ä gelegte Gerade höchstens zwei Tangenten des 
Kegelschnittes trifft, so erhalten wir noch den Satz: 

„Durch eine Gerade, welche: nicht ganz der Fläche zweiter 
„Ordnung angehört, lassen sich höchstens zwei Berührungsebeueu 
„an die Fläche legen; oder die Fläche ist von der zweiten 
„Clasae." 

Durch eine Fläche zweiter Ordnung ist jedem Punkte eine 
Ebene als Polare zugewiesen. Für diese einander entsprechenden 
Punkte nnd Ebenen nun gilt der Satz: 

Liegt von zwei Punkten A, B Geht von zwei Ebenen die 
der erste auf der Polare des erste durch den Pol der zweiten, 
zweiten, so liegt auch der zweite so geht auch die zweite durch 
anf der Polare des ersten. den Pol der ersten. 

Schneiden wir nämlich die Fläche zweiter Ordnung mit einer 
Ebene, welche die Punkte A nnd B enthält, nnd construireu zu 
jedem der beiden Punkte die Polare in Bezug auf die Sehnitt- 
curve, so liegt nach der Voraussetzung A auf der Polare von B 
nnd folglich (I. Abth. Seite 97) B auf der Polare von A. Die Polare 
von A in Bezug auf jene Schnittcurve ist aber enthalten in der 
Porlarebene von A bezüglich der Fläche zweiter Ordnung, und 
folglich liegt B in dieser Polarebene. — Der Satz rechte ist nur 
eine Wiederholung des Satzes links. 

Bewegt sich also ein Punkt in einer Ebene, so dreht sich 
seine Polare um den Pol dieser Ebene; und dreht sich eine Ebene 
nm einen Punkt, so bewegt sich ihr Pol in der Polarebene dieses 
Punktes. Wir sehliessen daraus: 

Wenn sich ein Punkt in einer '. Weuu sich eine Ebene um 
Geraden, also in zwei Ebenen j eine Gerade, also um zwei 
zugleich bewegt, so dreht sich | Punkte derselben dreht, so be- 
seine Polare um eine Gerade; : wegt sich ihr Pol in einer Ge- 
<ienn sie dreht sich um die Pole raden; denn er bewegt sich in 
beider Ebenen nnd folglich um den Polaren beider Punkte und 
die Verbindungslinie dieser Pole, folglich in ihrer Schnittlinie. 

Zwei Gerade heissen „reciproke Polaren" und jede von ihnen 
wird die „Polare" der andern genannt, wenn die Polarebenen aller 
Punkte der einen Geraden durch die andere gehen und die Pole 
aller Ebenen der ersteren Geraden anf der letzteren liegen. Durch 
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die Fläche zweiter Ordnung ist jeder Geraden im Räume eine Ge- 
rade als Polare zugewiesen. Den vorigen Doppelsatz können wir 
jetzt auch in folgende Worte kleiden: 

Geht eine Gerade durch einen j Liegt eine Gerade in einer 
Punkt, so liegt ihre Polare in 1 Ebene, so geht ihre Polare durch 
der Polarebene des Punktes. den Pol der Ebene. 

Um zu einer Geraden g die Polare ^^ zu construireu, suchen 
wir hiernach entweder zu zwei Punkten von g die Polaren und 
bestimmen deren Schnitthnie g^, oder wir suchen zu zwei Ebenen 
von (j die Pole und bestimmen deren Yerbindvtngsiinie g^. Wenn 
die Gerade g von der Fläche zweiter Ordnung in zwei Punkten 
geschnitten wird, so gehen die Berührnngsebenen dieser Punkte 
durch die Polare g^ von g\ und wenn durch g zwei Berührnngs- 
ebenen an die Fläche gelegt werden können, so enthält g^ deren 
Berührungspunkte. Ist g eine Tangente der Fläche, so wird sie 
von ihrer Polare im Berührungspunkte geschnitten, und liegt 
mit ihr in einer Berühruugsebene der Fläche; denn weil g in 
einer Berühruugsebene liegt, so muss j'j den Pol derselben, d. h. 
den Berührungspunkt enthalten, und weil g durch den letztern 
geht, SD muss g^ in der Polsre desselben, d. h. iu der Berührungs- 
ebene liegen, In jedem anderen Falle können wir die Polare g^ einer 
Geraden g auch wie folgt bestimmen. Wir schneiden die Fläche 
zweiter Ordnung durch Ebenen, welche die Gerade g enthalten, 
und suchen die Pole von g in Bezug auf die Schnittkurven; die- 
se Pole liegen auf der Geraden g^. Denn ist P ein beliebiger 
von ihnen, so geht die Polarebene von P durch die Gerade g, 
und P mnss daher auf g^ liegen. Welche reeiproke Constraction 
ergiebt sich ans der soeben genannten? 

Die Berührnngsebenen a, ß von zwei Punkten A, B der Fläche 
zweiter Ordnung schneiden sich in der Polare der Geraden AB^ 
und wenn B dem Punkte A unendlich nahe rückt, so gehen AB 
und aß über in zwei reciprok polare Tangenten des Punktes A. Wir 
schliessen daraus: 

„ Wenn ein Punkt auf der Fläche zweiter Ordnung in der Rich- 
„tung einer Tangeute unendüch wenig sich verschiebt, so dreht 
„sich seine Berührungsehene unendlich wenig um die reciprok 
,, polare Tangente." 

Um von einer gegebenen Ebene den Pol zu construiren, 
suchen wir die Polaren von beliebig vielen Punkten und Geraden 
der Ebene; alle diese Polaren schneiden sich in dem gesuchten 
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Pole. Iiisbesoudere gelien die Berühr ungs ebenen aller Punkte, 
welche die Ebene mit der Fläche zweiter Ordnung gemein hat, 
durch den gesuchten Pol; und wenn durch irgend eine Gerade der 
Ebene zwei Beruh rungs ebenen an die Fläche gelegt werdeu, so 
ist der Pol auch auf der Verbindungslinie der beiden Berührungs- 
punkte enthalten, und zwar ist er (uaeh Seite 43) von der ge- 
gebcDen Ebene harmonisch getrennt durch die beiden Berührungs- 
eben eu. 

Ein Tetraeder, von welchem jeder Eckpunkt der Pol der ihm 
gegen überliegendeu Ebene ist, heissteia „Poltetraeder" der Flache 
zweiter Ordnung; seine Gegenkanten sind drei paar reciproke Po- 
laren. Um ein Poltetraeder /.u construiren, kann man einen Eck- 
punkt beliebig, sodann den zweiten irgendwo in der Polare des 
ersten und den dritten beliebig auf der Schnittlinie der Polaren 
jener beiden, nur nicht auf der Fläche zweiter Ordnung, annehmen; 
in dem vierten Eckpunkte schneiden sich die Polarebenen der drei 
erstereu Eckpunkte. Eine Fläche zweiter Ordnung hat demnach 
sechsfach unendlich viele Poltetraeder. 

Die Polarität der Flächen zweiter Ordnung führt uns zu 
einem besonderen Falle der reciprokeu Verwandtschaft im Räume. 
Weil nämlich durch eine Fläche zweiter Ordnung jedem Punkte 
P eine Ebene x als Polare zugeordnet ist, und jeder durch P ge- 
henden Ebene resp. Geraden ein in -k liegender Punkt als Pol 
resp. Strahl als Polare, so findet hier die allgemeine Definition 
der Correlation {Seite 23) sofort Anwendung. Zwei räumliehe Ge- 
bilde sind reciprok aufeinander bezogen, und folglieh projectiv, 
wenn sie in Bezug auf eine Fläche zweiter Ordnung zu einander 
polar sind. 

Auf Grund dieser Bemerkungen lässt sieh min folgender Satz 



Jede Fläche zweiter Ordnung mit Ausnahme der Kegel und Ebetten- 
paare wird von einem Ebenenbändel zweiter Ordnung eingehüllt. 
Wir denken uns die Fläche durch zwei reciproke Strahlenbündel 
S und S, erzeugt, so dass in jedem Punkte P der Fläche ein 
Strahl von S und die ihm entsprechende Ebene von Sj sich 
schneiden. Dann werden die Berührungsebenen der Fläche durch 
zwei reciproke ebene Felder s und ö^ erzeugt, indem die Be- 
riihrungsehene des beliebigen Punktes P einen Strahl von a mit 
dem ihm entsprechenden Punkte von a^ verbindet. Und zwar 
sind die beiden Felder zu den Bündeln S und S^ polar in Bezug 
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auf die Flaelie zweiter Ordnung; die Fläche wird in S und S^ 
von den resp. Ebenen c und Cj berührt;, und jeder Geraden oder 
Ebene von S oder S^ entspricht resp. ein Strahl oder Punkt in 
oder Sj. Der Satz ist damit bewiesen. 

Für spätere "Untersuchungen führen wir noch folgende Be- 
nennungen ein: 

Zwei Punkte, oder ein Punkt . Zwei Ebenen, oder eine Ebene 
undeiiiStrahlheissenconjugirt, i und eine Gerade heissen eon- 
wenn jeder in der Polare des jugirt, wenn jede durch den Pol 
andern liegt. | resp. die Polare der anderen geht, 

.,Zwei Gerade heissen conjugirt, wenn jede mit der Polare 
„der anderen in einer Ebene liegt." 

Ein Punkt ist hiernach allen Punkten und Strahlen conju- 
girt, welche in seiner Polarehene liegen; eine Ebene allen Strah- 
len und Ebenen, welche durch ihren Fol gehen ; und endlieh eine 
Gerade g allen Punkten, welche auf ihrer Polare ^j Hegen, allen 
Ebenen, welche durch g^ gehen, und allen Geraden, welche g^ 
schneiden. Von einem Poltetraeder sind je zwei Eckpunkte, je 
zwei Ebenen und je zwei sich schneidende Kanten conjugirt. Jeder 
Punkt, jede Tangente und jede Berührungsebene der Fläche zweiter 
Ordnung ist sieh selbst conjugirt. 

Sind zwei Punkte A und B ' Sind zwei Ebenen a und ß 



conjugirt bezüglich einer Fläche 
zweiter Ordnung, so sind sie auch 
conjugirt bezüglich jeder Curve 
zweiter Ordnung, in welcher die 
Fläche von einer Ebene des Bü- 
schels AB geschnitten wird. 



conjugirt bezüglich einer Fläche 
zweiter Ordnung, so sind sie auch 
conjugirt bezüglich jedes Kegels 
zweiter Ordnung, welcher die 
Fläche umhüllt und dessen Mittel- 
punkt in der Geraden aß liegt. 



Denn die Polare des Punktes A geht nach der Annahme durch 
B; sie enthält aber auch (Seite 43) die Polare von A in Bezug 
auf jene Scbnittcurve zweiter Ordnung, und folglich muss diese 
Polare den Punkt B enthalten, wie behauptet wurde. Der Üoppel- 
satz ist umkehrbar. 

Die conjugirten Punkte {oder Ebenen) einer Geraden, welche 
nicht sieb selbst conjugirt, d. h, keine Tangente der Fläche zwei- 
ter Ordnung ist, bilden demnach eine Involution (I. Abth. Seite 14]). 
Auf diesen Satz lässt sieb der folgende zurückführen: 

„Die conjugirten Strahlen eines Büschels, von welchem weder 
„der Mittelpunkt noch die Ebene sich selbst conjugirt ist, bilden 
„eine Involution." 
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Nämlich in der Ebene des BürcIibIs können wir zu jedem seiner 
Strahlen einen ihm eonjugirten Punkt bestimmen; wir erhalten so- 
eine Involntioo conjugirter Pankte, zu welcher die Strableninvointion 
perspective Lage hat. 

Wenn ein Punkt oder Strahl ein ebenes Feld a beschreibt,, 
so besehreiht seine Polare einen za a reciproken Strahlenbündel A, 
dessen Centrum der Pol der Ebene a ist. Jeder ebene Schnitt ß 
dieses Bündels ist ebenfalls reciprok auf a bezogen, und jeder zu 
a perspective Strahlenbündel B ist reciprok zu A. Daraus folgt: 

Zwei ebene Felder a und ß, Zwei Strahlenbündel A und B, 

deren Träger nicht conjugirt deren Mittelpunkte nicht con- 
sind, werden reciprok auf ein- jngirt sind, werden reciprok auf 
ander bezogen, wenn man jedem einander bezogen, wenn man 
Punkte des einen die ihm con- jedem Strahle des einen die ihm 
jugirte Gerade des andern als conjugirte Ebene des andern 
entsprechende zuweist. als entsprechende zuweist. 

Wenn ein Punkt eine Puuktreihe g beschreibt, so besehreibt 
seine Polare einen zu g projeetiven Ebenenbüschel gfj, und jeder- 
Schnitt von g^ ist folglieh zu g, jeder Schein von g ist zu gi 
projectiv. Daraus ergiebt sich u. Ä.: 

„Zwei Punktreihen oder Büschel erster Ordnung, deren Träger 

„nicht conjugirt sind, werden projectiv auf einander bezogen, 

,,wenn man je zwei conjugirte Elemente derselben einander als 

„entsprechende zuweist." 



Dur ehmess er und Dur ehmesser ebenen; Mittelpunkt, Haupt- 
axen und Symmetrie-Ebenen der Fläche zweiter Ordnung. 

„Die Halhirungspunkte paralleler Sehnen einer Fläche zweiter 
„ Ordnung liegen in einer Ebene, welche eine Durch messerehene 
,,der Fläche genannt wird." 
Sie liegen nämlich in der Polare des unendlich fernen Punktes 
der Sehnen. Die Durchmesserebene halhirt alle ihr eonjugirten 
Sehnen, sie enthält die Berührungspunkte aller den Sehnen paral- 
lelen Tangenten und Berübrungsebenen der Fläche, sowie die Mittel- 
punkte aller Kegelschnitte derselben, deren Ebenen den Sehnen 
parallel sind. Die Polaren der unendlich fernen Punkte sind Dureh- 
messerebenen der Fläche zweiter Ordnung. 

„Wird eine Fläche zweiter Ordnung von einem Büschel paral- 
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„leier Ebenen geschnitten, so liegen die Mittelpunkte der Schnitt- 
ten auf einer Gera(3en, welche ein Durchmesser der Fläche 
lannt wird. Die Beruh rvings ebenen der Punkte, in welchen 
,,die Fläche etwa vom Durchmesser geschnitten wird, sind eben- 
„falls jenen Schoittebenen parallel." 
Der Durchmesser ist die Polare der unendlich fernen Ge- 
raden, welche die parallelen Ebenen mit einander gemeiu haben; 
er ist diesen Ebenen conjugirt. 

„Alle Durchmesser und Durchmesser ebenen einer Fläche zweiter 
„Ordnung gehen durch einen Punkt"; 
nämlich durch den Pol der unendlich fernen Ebene, weil in dieser 
die Polaren und Pole aller Durchmesser und Dnrchmesserehenen 
enthalten sind. 

Wenn die Fläche zweiter Ordnung von der unendhch fernen 
Ebene berührt wird, so ist der Berührungspunkt der Pol dieser 
Ebene. Dieser Fall tritt ein hei den beiden Paraholoiden ; also: 
,,Die Durchmesser und Durchniesserebenen eines hyperbolischen 
„oder elliptischen Paraboloides gehen durch den unendlich fer- 
„nen Punkt, in welchem die Fläche von der unendlich fernen 
,, Ebene berührt wird. Die Durchmesser eines Paraboloides sind 
„sonach parallel." 

Bei den übrigen Flächen zweiter Ordnung ist der Pol der 
unendlich fernen Ebene ein eigentlicher Punkt, welcher ,, Mittel- 
punkt" der Fläche genannt wird. 

„Der Mittelpunkt eines EUipsoides oder Hyperboloides ist der 

„Mittelpunkt jedes Kegelschnitts der Fläche, dessen Ebene durch 

„ihn geht. Jede durch den Mittelpunkt gehende Sehne der 

„Fläche wird in diesem Punkte halbirt." 

Denn der Mittelpunkt ist jedem unendlich fernen Punkte oder 

Strahle conjugirt und von dem unendlich fernen Punkte der Sehne 

durch zwei Curvenpunkte harmonisch getrennt (Seite 43). 

„Alle Ebenen, welche ein ein- oder zweischaliges Hyperboloid 
„in seinen unendlich fernen Punkten berühren, schneiden sich 
„im Mittelpunkte (Seite 43,) und umhüllen einen Kegel zweiter 
,, Ordnung, den s. g, Asymptotenkegel des Hyperboloides. Der 
„Asymptotenkegel berührt das Hyperboloid in seiner unendlich 
„fernen Curve. Eine beliebige Schnittehene hat mit dem Hy- 
,,perboloid eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel gemein, je nachdem 
„der Äsymptotenkegel von der gegebenen oder einer parallelen 
„Ebene in eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel geschnitten wird." 
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Jedem Durchmesser eines EUipsoides oder Hyperboloides ist 
eine Durchmesser ebene sowie jeder in dieser Ebene liegende Dnrch- 
messer conjngirt. Diese coujugirte Ebene halbirt alle dem Durch- 
messer parallelen Sehnen der Fläche; umgekehrt geht der Durch- 
messer durch die Mittelpunkte aller Kegelschnitte der Fläche, wel- 
che der eonjugirten Durchmesser ebene parallel sind. Wenn die 
Verbindungsebene von zwei coujugirten Durehmessem die Fläche 
zweiter Ordnung schneidet, so sind die Durchmesser auch in Be- 
zug auf die Schnittcurve coujugirt; denn alle Sehnen dieser Corve, 
welche zu dem einen Durchmesser parallel sind, werden von dem 
anderen balbirt. 

Drei conjugirte Durchmesserebenen bilden mit der unendlich 
fernen Ebene alleraal ein Poltetraeder der Fläche zweiter Ordnung ; 
ihre Schnittliuien sind drei coujugirte Durchmesser derselben. Von 
jedem der Fläche eingeschiiehenen Parallel epipedon sind die drei 
paar Gegenebenen zu drei eonjugirten Durchmesser ebenen und 
folglich die 12 Kanten /n drei eonjugirten Durchmessern paral- 
lel, und zwar halbirt jede der drei Durchm essereben eu die vier 
zu den beiden übrigen parallelen Kanten. Das Parallel epipedou 
hat drei Durchmesser zu Diagonalen. Legt man durch die End- 
punkte einer Dnrchni essersehne parallel zu drei eonjugirten Durch- 
messerebeneu drei paar Ebenen, so begrenzen diese ein der Fläche 
zweiter Ordnung eingeschriebenes Parallelepipedon; denn die Gegen- 
kanten dieses Parallelepipedes sind je einer der drei Durchmesser- 
ebeueu coujugirt und werden von ihr halbirt, sind also Sehneu 
der Fläche. Wenn je drei conjugirte Durchmesser sich rechtwink- 
lig schneiden, so ist die Fläche zweiter Ordnung eine Kugel; denn 
die ihr eingeschriebeneu Parallelepipeda sind alle rechtwinklig und 
ihre Durchmessersehnen sind folglich gleich. Zwei Bündel S, Sj 
erzeugen eine Kugel, wenn sie „rechtwinklig" reeiprok auf ein- 
aader bezogen sind, nämlich so, dass jeder Ebene des einen Bündels 
der zu ihr normale Strahl des andern entspricht; die Gerade SS^ ist 
ein Durchmesser der Kugel. — 

Jeder Durehmesser einer Fläche zweiter Ordnung, welcher zu 
den ihm eonjugirten Ebenen normal ist, heisst eine „Hauptaxe" 
der Fläche. Eine Hauptaxe halbirt alle sie rechtwinklig schnei- 
denden Sehnen der Fläche; ihre Polare liegt unendlich fem in 
den zu ihr normalen Ebenen, 

„Ein Paraboloid hat nur eine Hauptaxe «." 

In derselben liegen die Mittelpunkte derjenigen Kegelschnitte der 
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Fläcbe, deren Ebenen zu der gemeinschaftliehen Riebtung der 
Durchmesser normal sind. Die Durchmesserebenen, welche durch 
die Axe a gelegt werden können, sind paarweise coujugirt und 
bilden eine Involntion (Seite 47). Schneiden wir diese durch eine 
zu a senkrechte Ebene in einer Strahleninvolution, so folgt, je 
nachdem letztere rechtwinklig ist oder nicht, daas entweder je 
zwei oder doch irgend zwei conjugirte Ebenen a. und et, des Büschels 
a auf einander senkrecht stehen (I. Äbth. Seite 154 und 174). 
Weil nun die Ebene et auch zu allen, auf der Hauptaxe a senkrechten 
Ebenen conjugirt und normal ist, so ist sie auch normal zu der 
Richtung, nach welcher ihr unendlich ferner Pol liegt; sie balbirt 
folglich alle zu ihr rechtwinkligen Sehnen des Paraboloides, und 
kann deshalb eine „Symmetrie ebene" der Fläche genannt werden. 
Das Gleiche gilt von der Ebene et,. 

„Ein Paraboloid hat also mindestens und im Aligemeinen zwei 
„Symmetrieebenen; dieselben scheiden sich in der Hauptaxe a 
„rechtwinklig". 

Weun ausnahmsweise jede durch die Hauptaxe a gelegte 
Ebene eine Sjmmetrieebeue ist, so hat jede Schnittcurve des Pa- 
raboloides, deren Ebene zu a normal ist, einen rechtwinkligen 
Durchmesserbüschei, wie vorhin bemerkt wurde, und ist ein 
Kreis (I. Äbth. Seite 108). Das Paraboloid ist in diesem Falle 
elliptisch und ein Kotations-Paraboloid. 

Die Durehmesser eines EUipsoides oder Hyperboloides sind ira 
Allgemeinen nicht normal zu den ihnen conjugirten Durchmesser- 
ebenen. Denn wenn dieses allgemein stattfindet, wenn also jeder 
Durehmesser eine Hauptaxe der Fläche ist, so ist die Fläche eine 
Engel (vgl. Seite 50). lu diesem Falle nämlich ist jeder Büschel 
coujugirter Durchmesser rechtwinklig, die Curve, in welcher 
seine Ebene die Fläche schneidet, ist ein Kreis, und alle 
Punkte der Fläche haben folglich gleichen Abstand vom Mittei- 
punkte. Von jedem Poltetraeder einer Kugel kreuzen sich die Gegen- 
kanten rechtwinklig und sehneiden sich die vier Höheu im Kugel- 
eentrum; die kürzesten Linien zwischen je zwei Gegenkanten liegen 
auf drei Durchmessern der Kugel. 

Im Allgemeinen steht auf einem beliebigen Durchmesser d 
eines EUipsoides oder Hyperboloides nur ein einziger coujugirter 
Durchmesser d^ senkrecht, welcher sowohl in der zu d conjugirten 
Durchmesserebene S, als auch in der zu d normalen Durchmesser- 
ebene \ liegt. Beschreibt d um den Mittelpunkt der Fläclie einen 
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Strahlenbiiseliel y, so beschreibt die conjugirte Dur ebmesser ebene 5' 
einen Ebenenbüschel, welcher zum Strahlenbüschel 7 projectiv 
(Seite 48), und dessen Ase g der Ebene y conjugirt ist. Zugleich 
besehreibt die zu d normale Durchmesaerebene 8, einen zweiten 
Ebenenbüschel, dessen Axe g^ zur Ebene y normal ist; und auch 
dieser Ehenenbüschel g-^ ist zum Strahleubüschel y projektiv, weil 
je zwei Strahlen des letzteren denselben Winkel mit einander 
bilden, wie die zu ihnen normalen Ebenen des erstereu. Die- 
Ehenenbüschel g und g^ sind folglich auch zu einander pro- 
jectiv, und erzeugen im Allgemeinen einen Kegel zweiter Ord- 
nung. Also : 

,, Beschreibt ein Durehmesser d eines Ellipsoides oder Hjper- 
„boloides um den Mittelpunkt einen Strahlenbüschel y, so be- 
„ schreibt zugleich der Durchmesser rfj, welcher zu d conjugirt 
„und normal ist, einen Kegel zweiter Ordnung um den Mittel- 
„punkt." 
Eine Ausnahme findet nur dann Statt, wenn der Strahlenbüschel 
y eine Hanptaxe der Fläche enthält, weil dann die Ebeuenbüaehel 
g und g-y die der Hanptaxe conjugirte Durchmesser ebene ent- 
sprechend gemein haben, also perspectiv liegen; in diesem Falle 
nämlich beschreibt auch rfj einen durch die Hanptaxe gehenden 
S tr ahlenhüa ch el. 

Mit Hülfe dieses Satzes lässt sich der Beweis führen, dass jedes 
Ellipsoid oder Hyperboloid Hanptaxen besitzt, was in dem genannten 
Ausnahmefall ohnehin feststeht. Seien zu zwei Durchmesser- 
büscheln y und s die zugehörigen Kegel zweiter Ordnung T und 
E constmirt, und sei e, was leicht ausführbar ist, so gewählt, dass 
E einen innerhalb und einen ausserhalb des Kegels T gelegenen 
Durchmesser mit einander verbindet. Dann müssen die eoneentri- 
sehen Kegel T und E sich schneiden; sie haben also mindestens 
zwei und höchstens vier reelle Strahlen mit'einander gemein. Einer 
von diesen gemeinschaftlichen Strahlen ist conjugirt und normal zu 
dem gemeinschaftlichen Strahle der Durchmesserbüschel y und s; 
jeder andere a aber hat sowohl in y als auch in e einen conju- 
girten Durchmesser, zu welchem er normal ist. Folglich ist der 
Strahl a auch zu der Ebene normal, in welcher die ihm conju- 
girten Durehmesser liegen; er ist eine Hauptaxe des Ellipsoides 
oder Hyperboloides. Die zur Hauptaxe a conjugirte Durchmesser- 
ebene aber ist eine Symmetrie ebene der Fläche, weil sie alle zu, 
ihr senkrechten Sehnen halbirt. 
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Die InvolutioQ eonjugirter Durchmesser, welche in dieser 
'Symraetrieebene Hegt, ist entweder rechtwinklig oder sie enthält 
nur zwei conjngirte Durchmesser b und c, die auf einander senk- 
recht stehen. Im erteren Falle folgt ebenso, wie vorhin bei dem 
Paraboloid, dass die Fläche zweiter Ordnung eine Rotationsfläche 
und jeder dieser Durchmesser eine Hauptaxe derselben ist; im 
letzteren Falle hat die Fläche nur drei Hauptaxen a, b, c, welche 
auf einander senkrecht stehen, und paarweise conjugirt sind. 

Wir sind in der jetzt beendigten Untersuchung über die 
Hauptaxen eines Eüipsoides oder Hyperboloides davon ausgegangen, 
dass jedem Durchmesser eine Durchmesserebene conjugirt ist, und 
dass jedem Durchmesserbüschel ein ihm projectiver Büschel von 
■conjugirten Durchmesserebenen entspricht. Ebenso ist bei dem 
eigentlichen Kegel zweiter Ordnung jedem durch den Mittelpunkt 
gehenden Strahle eine üurchm esserebene zugeordnet, und jedem 
Büschel von solchen Strahlen ein projectiver Büsche! solcher Ebenen. 
Unsere Betrachtungen finden deshalb auch auf die Kegel 
zweiter Ordnung Anwendung, und es gilt der Satz: 

„Jedes Ellipsoid, jedes Hyperboloid und jeder eigentliche Kegel 
„ zweiter Ordnung bat drei zu einander rechtwinklige Hauptaxen; 
„ die drei Verbindungsebenen der Hauptaxen sind Symmetrieebeuen 
„und bilden mit der unendlich fernen Ebene ein Poltetraeder 
,,der Fläche. Nur wenn die Fläche eine Rotationsfläche ist, hat 
„ sie unendlich viele Hauptaxen ; eine derselben ist die Rotationsaxe, 
„die übrigen schneiden die Rotationsaxe rechtwinklig und 
„bilden einen Strahlenbüscbel." 



Siebenter Vortrag. 

Affinität, Aehnlichkeit und Congruenz ebener Felder. 
Affine Kegelsclinitte. 



Zwei collineare ebene Felder ■»] und -»ii werden „affin" genannt, 
wenn ihre unendlich fernen Geraden einander entsprechen. Jedem 



unendlich fernen Punkte des einen Feldes entspricht ; 
unendlich ferner Punkt des anderen, jedem Parallelogramm eat- 
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spricht ein Parallelogramm, jeder Punktreihe eiae zu ihr projeetiv 

ähnliche Punktreihe (I. Abth, Seite 89). Ein Parallelstralilenbündel 

wird von zwei beliebigen Ebenen in affinen Feldern geschnitten, 

„Sollen zwei ebene Felder affin auf einander bezogen werden, 

,,so können wir in jedem derselben ein eigentliches Dreieck be- 

„liebig annehmen und die Eckpunkte dieser Dreiecke einander 

,, willkürlich zuweisen." 

Denn die Dreiecke bilden mit den unendlich fernen Geraden der 

Felder zwei auf einander bezogene vollständige Vierseite, durch sie 

ist also (Seite 8) zu jedem Punkte oder Strahle des einen Feldes 

der zugehörige Punkt resp. Strahl des andern eindeutig bestimmt. — 

Die beiden Felder lassen sich auf sechsfach unendlich viele Arten 

affin auf einander beziehen, weil das Dreieck in dem einen Felde 

sechsfach unendlich viele Lagen annehmen kann, nachdem das 

entsprechende in dem anderen Felde gegeben ist. 

Wir wissen, dass von projeetiv ähnlichen Punktreilien die 
homologen Strecken in eonstantem Verhältniss zu einander stehen, 
dass also die Pnuktreihen durch ihre homologen Punkte proportional 
getheilt sind (I. Abth. Seite 90). Sind nun in den affinen Feldern 




1] und ">], zwei paar homologe Gerade x, x^ und y, t/^ (Fig. 8) 
gegeben, die sich in den Punkten xy = ilf und x^y^ =^ M^ sehnei- 
den, und sind die Verbältnisse -- p- und —~ ihrer homologen 
Strecken bekannt, so kann auf folgende Weise zu jedem beliebig 
gegebenen Punkte K von f\ der entsprechende Punkt K^ von vj^ 
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construirt werden. Wir ziehen durch K eine Parallele zu x, 
welche die Gerade 1/ im Punkte /schneidet, und eine Parallele ku y, 
welche von x im Punkte L geschnitten wird. Sodann bestimmen wir 
za J den entsprechenden Punkt Jj auf i/^ mittelst der Proportion: 

und ebenso bestimmen wir zu L den entsprechenden Punkt L-^ 
auf x^ so, dass: 

Ziehen wir endlich durch J^ eine Parallele zu x^ und durch L^ eine 
Parallele zu ^^, so scheiden sich diese beiden Geraden im Punkte 
K^, welcher siu K der entsprechende ist. 

Wir können diese schon von Euler angegebene Constmetion 
in der Sprache der analytischen Geometrie wie fo^t ausdrücken: 
„Um zu einem gegebenen ebenen Gebilde ein affines zu con- 
„struiren heiiehen wn dasselbe auf irgend zwei feste Coordinaten- 
,,Axen. Sodann veigro^sem oder verkleinern wir die Ordinaten 
„seiner Punkte in einem beliebitfen constanten Verhältniss und 
„ebenso die Abscis^en m einem behebig gewählten Verhältniss. 
„Mittelst dieser neuen Cooidiuaten endlieh construiren wir die 
„Punkte de« ge<suchten affanen Gebildes in Bezug auf irgend 
„zwei willkurhch angenommene feste Coordinaten-Äsen. 
Bezeichnen wii mit dem Namen , Figur" ein allseitig be- 
grenztes Stuck einer Ebene so können wir für affine Felder einen 
Satz aufstellen welcher lem vorbin erwähnten Satze über projektiv 
ähnliche Punktieihtn analog ist namhch: 

In affinm ebenen Feldern ziehen je zwei k<N?wloge Figuren in 
constantem VerhaUmss su einander oder zwei beliebige Figuren 
des einen Feldes verhalten sich su einander, tote die entsprechenden 
Figuren des andern Feldes. 

Wir beweisen diesen Satz zunächst für Parallelogramme und 
Dreiecke. Seien (Fig. 8) ABCD und EFGH zwei beliebige 
Parallelogramme des einen Feldes t], A^ByC^D^ und E^F^G^^H^ 
die ihnen entsprechenden Parallelogramme des anderen Feldes r^i- 
Die Geraden AB und CD werden von Ell in lesp J und M ge- 
schnitten, und von FG in resp. K and X, ^o dass JKLM ein 
neues Parallelogramm von ■<] ist, welchem in t]j ein analog ge- 
legenes Parallelogramm J^K-^L^M^ entspricht. Die Parallelogramme 
ABCD und JKLM verhalten sich wie ihre GrundUnien DC und 
ML, weil ihre Hohen gleich sind, und ebenso verhält sich: 
A.B.C.D, : J.K.L.M, = D.C, : M,L, 
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Weil aber die Punktreihen MLDG uud M^Lj^D^C^ projectiv ähn- 
lich sind, so muss sich auch verhalten: 

DC■.ML = D^Gr.M^L„ 
und wir erhalten folglich die Proportion: 

ABCD : JKLM= Ä^B.C^D^ : J^K^L^M^ 
Ganz ebenso ergiebt sich, da 

JKLM __ KL^ _ li^L^ _ JiKiLiM, 
EFGH ~ ~FG ~~ F,G, ErF^GtH,^ 
die Proportion: 

JKLM : EFGH = J^E.L^M^ : E^F.GJI,; 
und diese Proportion, mit der vorhergehenden verbunden, führt 
uns sofort zu der geauehten: 

ABCD : EFGH ^ A^B^dD, : E,F,G,H,. 
Setzen wir statt jedes Parallelogramms seine Hälfte, nämlich 
das eine der beiden Dreiecke, in welche es durch eine Diagonale 
zerräilt, so entsteht die Proportion: 

ABC : EF6 = A,B,Ci : E^F^G^. 
Da die Parallelogramme ABGD und EFGH ganz beliebig in i\ 
gewählt wurden, so dürfen wir auch die Dreiecke ABC und EFG 
ala ganz beliebige betrachten. Wir haben also bewiesen, daaa 
zwei beliebige Dreiecke des einen Feldes sich zu einander verhalten , 
wie die ihnen entsprechenden Dreiecke des anderen Feldes. 

Auch für beliebige geradlinig begrenzte Figuren gilt aber 
der Satz, weil dieselben durch Diagonalen in Dreiecke zerlegt werden 
können; und auch für krummlinig begrenzte mnss er Geltung 
haben, weil er für alle geradlinigen Figuren gilt, welche den 
krummlinigen eingeschrieben oder nmscbrieben sind, und weil deren 
Flächeninhalte den Inhalten der krummlinig begrenzten Figuren 
unbegrenzt nahe gebracht werden können. 

Ein besonderer Fall der Affinität ist die „Gleichheit", Bei 
affinen Feldern tritt dieser Fall ein, wenn je zwei homologe Fi- 
guren derselben inhaltsgleicb sind. Der Begriff der Gleichheit 
ist hier enger gefasst, ala in der älteren Planimetrie; denn z. B. 
zwei iuhaltsgleiche Vierecke KLMN und K-^L^M^N^ sind nur 
dann homologe Figuren affiner Felder, wenn auch die in KLMN 
enthaltenen Dreiecke KLM, KLN, KMN und LMN den resp. 
Dreiecken fi'iLjMi, KiL^N^, K^M^N^ und LiM^N^ inhaltsgleich 
sind. Wir haben es bei projectiv gleichen Feldern mit einer Gleich- 
heit auch ihrer kleinsten homologen Theile zu thun. 

Zwei Curveu, die in affinen Feldern einander entsprechen, 



Hosted by 



Google 



Affine Eegelschnitte. 57 

baben gleichviel uneiidlicli ferne Punkte und Asymptoten, weil 
jedem unendlich fernen Punkte der einen Curve nnd seiner Tan- 
gente ein unendliek ferner Punkt der andern nebst dessen Tangente 
entspriebt. Einer Ellipse können also nur Ellipsen affin sein, einer 
Parabel nur Parabeln, einer Hyperbel ausschliesslich Hyperbeln. 
Es lässt sich auch umgekehrt zeigen, dass zwei gleichartige Curven 
zweiter Ordnung stets affin auf einander bezogen werden können, 
und zwar auf unendlich viele Arten. Diese Beziehungen werden 
uns zu manchen interessanten Sätzen führen. 

„Um zwei Parabeln affin auf einander zu beziehen, können 
„wir irgend zwei Punkten A, B der einen zwei beliebige Punkte 
„Aj, B^ der andern willkürlich zuweisen. Dadarch ist aber 
,, jedem Punkte der einen Parabel oder ihrer Ebene ein Paukt 
„der anderen resp, von deren Ebene zug( 




Flg. 9. 

Seien namlieh {Fig. 9.) CA und Cß die Tangenten der ersten 
Parabel l m den Punkten A und B, und ebenso C^^A^ und C^B, 
■die Tangeuten der zweiten Parabel k^ in Ay und jBi, Dann können 
und müssen wir die ebenen Felder, in welchen Je und h^ liegen, 
affin so auf einander beziehen, dass den Eckpunkten des Dreiecks 
ABC die resp. Eckpunkte des Dreiecks A^B^Ci entsprechen. Der 
Parabel k, welche in A und B die Geraden CA und CB berührt 
und die unendlich ferne Gerade ihrer Ebene zur Tangente hat, 
«ntsprieht dann eine Curve zweiter Ordnung, welche in A^ und B^ 
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die Geraden Cj^A^ und C^ß^ berührt, ebenfalls eine unendlich 
ferne Tangente hat, und folglieh (I. Abtb. Seite 77) mit Aj zu- 
sammenfällt. 

Das von der Sehne AB begrenzte Segment der Parabel k 
steht zu dem Dreieck ABC in demselben Verhältniss, wie das von 
Aj^Bj begrenzte entsprechende Segment von ätj zu dem Dreieck 
A^B^C^. Da nun die Punkte A and B auf k ganz willkürlich 
angenommen sind, also auch durch irgeßd zwei andere ersetzt 
werden können, so folgt, 
dass jedes Parabel segment 
in constantem Verhältniss 
steht zu dem Dreieck, wel- 
ches von der Sehne des 
SegmeutesunddenTaugen- 
ten der beiden Endpunkte 
begrenzt wird. 

Sei nun (Fig. 10) G die 
Mitte der Sehne AB, so 
dass dieGerade CG von der 
Parabel balbirt wird in D (I. Abth. Seite 112); sei ferner EF 
die Tangente der Parabel im Punkte D, welche zur Sehne AB 
parallel läuft und in E und F die resp. Taugenten - Abschnitte 
AC und BC halbirt. Dann ist, wenn (^Iß), (DB) und (AD) 
die Parabelsegmente über den resp. Sehnen AB^ DB und AD 
bcKeichnen : 

(AB ) ^ {DB) __ IAD)_ _ 
ABC 'DBF ~" ABE ~~ ^' 

indem p. eine constante Zahl bedeutet. Anderseits ist uach der 
Figur: 

(AB) = ABD + (DB) + (AD). 

Setzen wir in die letzte Gleichuug für (AB), (DB) und (AD) 

ihre Wertbe aus der vorhergehenden ein, so folgt für [j.: 

}i.iABC— DBF— ADE) = ABD. 

Wegen CD ^ DG, CF = FB und CE = EA ist aber: 

ABD = f^ABC und DBF + ADE = FCE = -^ABC; 

Die Gleichung für fi geht hierdurch über in: 

p. (ABC — ^ABC) = l;ABC oienj. = l 
Somit ist auch (AB) =^ ^ABC und wir haben den Satz: 

t gleich zwei Dritteln des Dreiecks, wel- 
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„clies von der Sehne des Segmentes und den Tangenten der beiden 
„Endpunkte begrenzt wird." (Acchimedia opera ed. Heiberg, IL 297.) 

Auch die Gleichung (AB) = ^ABD lässt sich ähnlich in Worten 

ausdrücken. 

ein beliebiges Dreieck, 
welches einer Parabel 
eingeschrieben ist, und 
seien Ki, Li, i¥^ die 
Pole der resp. Seiten 
LM, MK und KL 
dieses Dreiecks. Dann 
ergiebt sich, wenn 
MK die grösste Seite 
des Dreiecks bezeieh- 
uet: 
KLM= (MK) — (KL) — (LM), 

oder: 

KLM=liKLiM — KM^L — LK^M) = HM^LiK^ + KLM), 

und folglich: 

KLM^iM^LiK^; 




„Ein der Parabel eingeschriebenes Dreieck ist zweimal 
„so gross, wie das umschriebene Dreieck, von dessen Seiten 
„die Parabel in den Eckpunkten des eingeschriebenen berührt 
„wird." 

Zwei Parabeln können auch als gleiche Curven betrachtet 
werden, denn wir können sie auf unzählig viele Weiseu so auf 
einander aflin beziehen, dass je zwei homologe Segmente, wie {AB) 
nnd (^i-Bi) (Fig- 9), inhaltsgleich sind. 

In zwei affinen Ellipsen oder Hyperbeln entsprechen einander 
die Durchmesser, und zwar ranss jedem Paare conjugirter Durch- 
messer der einen Curve ein Paar conjngirter Durchmesser der 
anderen entsprechen. Denn parallelen Sehnen der einen Curve 
entsprechen aSlemal parallele Sehnen der anderen, und den 
Mittelpunkten der ersteren entsprechen diejenigen der letzteren 
Sehnen. Bei affinen Hyperbeln entsprechen auch die Asymptoten 
einander. 

„Um zwei Hyperbeln affin aufeinander zn beziehen, können 
„wir jeder Asymptote der einen eine Asymptote der anderen zu- 
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„weisen und ausserdem noch irgend einem Punkte oder einer 
„Tangeute der ersteren einen beliebigen Punkt resp. eine Tan- 
„geute der anderen Hyperbel." 
Die Hyperbeln lassen sieh nämlich projectiv so auf einander be- 
ziehen (I. Äbth. Seite 126), dass den beiden unendlich fernen 
Punkten und einem beliebigen dritten Punkte der einen die resp. 
unendlich fernen Punkte und irgend ein dritter Punkt der anderen 
entsprechen. Dadurch sind aber die beiden ebenen Felder, in 
welchen die Hyperbeln liegen, coUinear auf einander bezogen 
(Seite 10), und sogar affin, weil die Verbindungslinien der unend- 
lich fernen Hyperbelpuukt« , d. h. die unendlich fernen Geraden 
der Felder, einander entsprechen. 

„Um zwei Ellipsen Z: und \ affin aufeinander zu beaiehen, 
„können wir die Endpunkte Ä, B und A^, B, von irgend zwei 
„paar conjugirten Halbmessern derselben einander als ent- 
„ sprechende zuweisen." 



Seien nämlich ABCD und A^B^C^D^ (Fig. 12) die beiden Parallelo- 
gramme, welche den Ellipsen Ä und k^ eingeschrieben sind und 
die beiden Paare eonjugirter Durchmesser AC, BD und A^C^, 
B^D^ zu Diagonalen haben; seien ferner M und M^ die Mittel- 
punkte von resp, k und k-^. Dann können wir die ebenen Felder 
denen k und k^ angehören, affin so auf einander beziehen, dass 
den Punkten A, ß, C des einen die resp. Punkte A^, B^, C^ 
des andern entsprechen. Dem Halbirungspunkte M von AC ent- 
spricht aber dann der Halbirnngspnnkt M^ von A^ü^, und der 
Ellipse Ä, welche in A und C von zwei Parallelen zum Durch- 
messer MB berührt wird imd durch B geht, musa die Ellipse 
\ entsprechen als die Cnrve zweiter Ordnung, welche in A-^^ 
und Cj von zwei Parallelen zur Geraden M^B^ berührt wird und 
durch -öl geht. 
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Die coojugirten Halbmesser MA und MB der einen Ellipse 
A können mit zwei beliebigen anderen vertauscht, die Ellipsen Je 
und Ä, also auf unzählig viele Weisen affin auf einander bezogen 
werden. Bei jeder Lage von MA und MB muss sich das Parallelo- 
gramm ABCD zu der Fläche der Ellipse k verhalten, wie das 
unveränderte Parallelogramm A^^B^C^D^ zu der Fläche der El- 
lipse /cj. Also: 

,, Alle, einer Ellipse eingeschriebenen Parallelogramme, deren 
,, Diagonalen von coojugirten Durchmessern gebildet werden, 
„sind inhaltsgleich." 

Das umschriebene Parallelogramm (Fig. 12), dessen Seiten 
die Ellipse in den Punkten A, B, C, D berühren, ist doppelt 
so gross wie ABCD; also: 

„Alle einer Ellipse umschriebenen Parallelogramme, deren 
„Seiten zu zwei conjugirten Dnrehmessern parallel laufen, sind' 
„inhaltsgleich." 

Sind 2a und 2J die Längen der Axensehnen einer Ellipse, 
so ist iab der Inhalt jedes solchen umschriebenen Parallelogramms; 
denn iab ist der Inhalt des Rechteckes, welches von den Scheitel- 
tangenten der Ellipse begrenzt wird. Wird nun die Ellipse affin 
bezogen auf einen Kreis vom ßadius r, so verhält sich die Eläche 
Jder Ellipse zu iab wie die Fläche r^TZ des Kreises zu dem Inhalt 
ir^ eines dem Kreise umschriebenen Quadrates. Also; 
J : iab == r^T : ir^ oder J ^ ab%. 
„Die Fläche der Ellipse ist gleich dem Product aus ihren 
„beiden Halbaxen in die Zahl it." 

Sind d.^ und 5j zwei conjugirte Halbmesser der Ellipse und 
ist 9 der von ihnen gebildete Winkel, so ergiebt sich ab =^ a^b^ sin 9 
und folglich J ^ a^biiz sin 9. 

Weil der Kreis durch zwei conjugirt« Durchmesser in vier 
gleiche Theile zerlegt wird, so gilt dasselbe von der Ellipse. 

Zwei coUineare ebene Felder r^ und t]j heissen ähnlich, wenn 
ihre homologen Winkel gleich sind. Die ähnlichen Felder sind 
affin, weil zwei Parallelen von i] allemal zwei Parallele von ij^ 
entsprechen, und also jedem unendlich fernen Punkte von tj ein 
unendlich ferner Punkt in r^. Die Seiten homologer Dreiecke 
von -r\ und f\^ sind zu einander proportional, weil die Dreiecke 
gleiche Winkel haben; und folglich stehen überhaupt zwei homo 
loge Strecken der Felder in constantem Verhältniss zu einander. 
Zwei ähnliehe Felder liegen perspectiv, sobald irgend zwei Gerade 
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des einen, welche sich unter schiefen Winkeln sehneiden, zn den 
ihnen entsprechenden Geraden des anderen Feldes parallel laufen; 
denn dann sind je zwei homologe Gerade parallel, nnd die Felder 
haben ihre anendlich ferne Punktreihe entsprechend gemein (vergl. 
Seite 17). Von perspectiven ähnlichen Feldern pflegt man zu 
sagen, „sie liegen ähnlich"; sie sind entweder parallele Schnitte 
eines Strahlenbündels, oder sie liegen in einer Ebene nnd haben 
einen Strahlenbüschel entsprechend gemein; in beiden Fällen 
heisst der Punkt, durch welchen alle Verbindungslinien homologer 
Punkte der Felder gehen, ihr „Äehnliehkeitapnnkt". 

Werden zwei ähnliche Curyen zweiter Ordnung in perspective 
Lage gebracht, so dass zwei weder parallele noch normale Sehnen 
oder Tangenten der einen zu den homologen Sehnen oder Tan- 
genten der anderen piirallel laufen, so ist jede Sehne oder Tan- 
gente der einen Curve parallel zu der homologen Sehne oder Tan- 
gente der anderen. Die Curveu liegen dann entweder so in einer 
Ebene, dass die Verbindungslinien ihrer homologen Punkte sich 
in einem und demselben Punkte schneiden, oder sie sind parallele 
Schnitte eines Kegels. Zwei Parabeln können allemal als ähnliche 
Curven betrachtet werden (ApoUonius); bringt man ihre Ebenen 
und ihre Äxen in parallele Lage, so laufen auch ihre homologen 
Tangenten parallel. Zwei Ellipsen oder Hyperbeln können nur 
dann als ähnliche Curven betrachtet werden, wenn sie so in eine 
Ebene gelegt werden können, dass nicht blos ihre Hanptaxen, 
sondern ausserdem irgend zwei paar conjugirte Durchmesser sieh 
decken; denn zwei conjugirte Durchmesser der einen Cnrve müssen 
sich unter denselben Winkeln schneiden, wie die ihnen ent- 
sprechenden conjugirten Durchmesser der anderen. Bei jener L^e 
der beiden Curveu ist ihr Mittelpunkt der Äehnlichkeitspunkt. 
Parallele Schnittcurven einer Fläche zweiter Ordnung sind, wie 
hieraus leicht sich ergiebt, ähnlich; nur dann tritt eine Ausnahme 
ein, wenn sie Hyperbeln sind, die in ungleichen Asymptoten- 
winkeln liegen. 

Wie die Affinität ein besonderer Fall ist von der Collineation, 
und die Aehnlichkeit wieder von der Affinität, so ist die „Gon- 
gruenz" ein besonderer Fali der Aehnlichkeit. Nämlich zwei 
ähnliche ebene Felder heissen congruent, wenn ihre homologen 
Strecken gleich sind. So führt uns die Verwandtschaft der Colli- 
neation auch zu denjenigen räumlichen Beziehungen, mit denen 
die Planimetrie der Alten sich vorzugsweise beschäftigt. 
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Affinität, Aehnlichkeit, Gongruenz und Symmetrie 
räumlicher Systeme. Affine Flächen zweiter Ordnung. 



Zwei colliueare ßäume S und 2, werden „affin" genannt, 
wenn ihre unendlich fernen Ebenen pinander entsprechen. Da 
hiernach jeder unendUch fernen Geraden von 3 eine solche in 3i 
entspricht, so sind auch je zwei homologe ebene Felder von S 
und 2^ affin; und ebenso sind je zwei homologe Piinktreihen von 
2 und 2j projectiv ähnlich. Jedem Parallelogramm von 3 muss 
in ^^ ein Parallelogramm entsprechen, und jedem Parallelepipedon 
ein Parallel epipedou. 

„Um zwei Räume affin auf einander zu beziehen, dürfen 
„wir in jeiJem derselben ein eigentliches Tetraeder beliebig an- 
„ nehmen und die Eckpunkte dieoer Tetraeder einander will- 
,. kürlich zuweisen.'" 
Weil nämlicii hierdurch die vier Seitenflächen des einen Tetraeders 
denen des andern zugewiesen sind, ausserdem aber die unend- 
lich fernen Ebenen der Räume einander entsprechen sollen, so 
ist zu jedem Elemente des einen Raumes das entsprechende des 
andern eindeutig bestimmt (Seite 26). Ist ilas eiue Tetraeder ge- 
geben, so kann jeder Eckpunkt des anderen noch dreifach unend- 
lich viele Lagen annehmen; die beiden Räume können demnach 
auf zwolffauh unendlich viele Arten affin auf einander bezogen 
werden. Die Construetion affiner Gebilde lässt sich mit Hülfe 
von Paralleleoordiaaten ganz ähnlich für den Raum ausführen 
wie oben (Seite bb) für die Ebene; ich übergehe den leichten Be- 
weis dieser Behauptung, 

Bezeichnen wir einen allseitig begrenzten Raumtheil mit dem 
Namen „Körper", so können wir folgenden Satz aufstellen: 
In affinen Bäumen utehen Je zwei ehiaiuhr entsprechende Körper 
in constantem Verhältmss; oder swei beliebige Körper des einen 
Baumes verkalten sich zu einander, tvie die entsprechenden Körper 
des anderen Baumes. 
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Wir beweisen diesen Satz zunächst für Paralleiepipeda und 
Tetraeder, indem wir einige wenige Sätze aus der Stereometrie 
als bekannt voraussetzen. Seien P und Q zwei beliebige Parallei- 
epipeda des einen Baumes S, Pj und ^j die ibnen entsprechen- 
den von 2j. Wir bilden in S irgend ein drittes Parallel epipedon 
B, welches zwischen zwei parallelen Seitenflächen YonPnnd za- 
gleich zwischen zwei solchen von Q liegt, und bestimmen auch zu 
diesem das entsprechende Parallelepipedon fi, in Sj, Weil nun 
P und B zwischen parallelen Ebenen liegen, so haben sie gleiche 
Höhen, und verhalten sich wie ihre Grundflächen; und dasselbe 
gilt von Pj und i?j. Die Grundflächen von P und K verhalten 
sich aber zu einander wie diejenigen von Pj und Pj, weil die 
ebenen Felder, in denen diese Plächenpaare liegen, affin sind. 
1 verhält sich: 

P:P = Pi :fij. 
Dieselben Schlüsse finden auch auf P, Q, E^ und Q^ Anwendung, 
so dass B : Q ^= Ti-y : Q^. 

Aus beiden Proportionen ergiebt sich: 

P: C=^P>:<?i, 
und der Satz ist somit für beliebige Paralleiepipeda bewiesen. 

Durch jeden Eckpunkt A eines Parallel- 
epipedon (Pig. 1 3) gehen drei Kanten des- 
selben, welche Ä mit drei anderen Eck- 
punkten B, C und D verbinden. Die Di- 
agonalebene BCD sehneidet vom Parallel- 
epipedon ein Tetraeder ABGD ab, dessen 
Inhalt ein Sechstel vom Inhalt des Parallel- 
epipedon beträgt. Schneiden wir von P 
und ^ je ein solches Tetraeder ab, so können 
wir diese Tetraeder als zwei ganz beliebige 
des Raumes 21 ansehen, weil P und Q ganz 
FiB. 13. beliebig gewählt wurden. Die entsprechen- 

den Tetraeder in S sind analog gelegene 
Stucke von P^ und Qy, und da 

P_ . _£_ ^ P,_ . Qx 
G ' 6 s ■ e ' 

so haben wir bewiesen, dass zwei beliebige Tetraeder des Raumes 
2 sich zu einander verhalten, wie die entsprechenden beiden. 
Tetraeder von 2j. 

Aber auch für beliebige von Ebenen begrenzte Körper gilt 
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der Satz, weil dieselben stets in Tetraeder zerlegt werden können. 
Er muss sogar für krummflächige Körper gelten, weil er für alle 
ebenflächigen gilt, welche den krummfläehigen entweder einge- 
schrieben oder umschrieben sind, und weil deren Inhalte denen 
der krummflächigen Körper beliebig nahe gebracht werden können. — 
Ist das Verhältniss, in welchem zwei homologe Körper zu ein- 
ander stehen, gleich der Einheit, so werden die affinen Bäume 
,, gleich" genannt. Ebene Felder, welche in gleichen Räumen 
einander entsprechen, sind im Allgemeinen nicht gleich, sondern 
nur affin. 

Zwei affine Flächen haben entweder keinen Punkt mit der 
unendlich fernen Ebene gemein, oder sie werden von derselben 
in homologen Punkten berührt, oder in homologen Linien ge- 
schnitten; denn jedem unendlich fernen Punkte der einen Fläche 
mnss ein unendlich ferner Punkt der anderen entsprechen. Da- 
raus, und weil einer geradlinigen Fläche nur eine geradlinige 
coUinear sein kann (Seite 29), ergiebt sich, dass nur gleichartige 
Flächen zweiter Ordnung affln aufeinander bezogen werden können; 
also a. B. zwei EUipaoide, zwei einfache Hyperboloide, zwei ellip- 
tische Paraboloide, zwei eigentliche Kegel u. s. w. Da parallelen 
Sehnen der einen Fläche parallele Sehnen der affinen Fläche ent- 
sprechen müssen und den Mittelpunkten der ersteren Sehnen die- 
jenigen der letzteren, so folgt: 

„Von zwei affinen Flächen zweiter Ordnung entsprechen ein- 
„ ander die Durchmess er ebenen ; conjugirten Durchmessern der 
„einen Fläche entsprechen conjugirte Durchmesser der anderen." 
Solleu zwei elliptische oder zwei hyperbolische Paraboloide 
If und TTj affin auf einander bezogen werden, so nehmen wir auf 
jedem derselben eine Curve zweiter Ordnung an, welche nicht den 
unendlich fernen Berührungspunkt des Paraboloides enthält, also 
keine Parabel ist, und beziehen diese beiden Curven affin auf 
einander; dadurch ist dann jedem Punkte von Tl ein solcher von 
TT, zugewiesen. Seien nämlich A- B, C drei Punkte der einen 
Curve Jc^ und sei D der Pol ihrer Ebene in Bezug auf die Fläche 
IT, auf welcher h liegt; seien ferner A^, B^, Cj die entsprechenden 
Punkte der anderen Curve /;,, und Dj der Pol ihrer Ebene in Be- 
zug auf TTj. Dann können und müssen die Räume, in welchen die 
Paraboloide liegen, affin so auf einander bezogen werden, dass 
den Eckpunkten des Tetraeders ÄBCB die gleichnamigen Eck- 
punkte des Tetraeders A^BjCiD^ entsprechen. Weil nun die 

Keys, Geometrie der Lage. II, 3. Anfl. 5 
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ebenen Felder ABC und A^Bj^C-y ebenfalls afÜE sind, so ent- 
spricht der Curve k die Curve ä', in der angenommenen Weise; 
aueb entsprechen einander die Tangentenkegel der Pläcben TT und 
TT,, durch welche h und k^ aus resp. D und D^ projicirt werden. 
Femer entsprechen einander die beiden Durehmesser d und d^ 
der Flächen TT und FTj, durch welche die Punkte D nnd D^ mit 
den resp. Mittelpunkten von k und k^ verbunden werden. Jeder 
Parabel endlieh, welche auf TT liegt und von li in zwei Punkten 
K und L geschnitten wird, und deren Ebene durch d geht, ent- 
spricht im zweiten Räume eine Parabel, welche von k in den ent- 
sprechenden beiden Punkten K^ und L^ geschnitten wird und deren 
Ebene durch d^ gebt; und zwar liegt diese zweite Parabel auf 
der Fläche J\^, weil sie mit einer ebenen Schnittcurve derselben 
ihre unendlich ferne Tangente, ferner die Punkte K^ und Lj und 
endlich noch die Tangenten i'i.K', und D^L^ gemein hat. Weil 
nun jeder beliebige Punkt von X\ auf einer solchen Parabel liegt, 
so entspii(,ht ihm ein Punkt von Tr^; d. h. die Flächen TT und Tfj 
entsprechen emandei 

Ist TT (und ebenso TT,) ein elliptisches Paraboloid, so wird 
von demselben durch die Ebene der Ellipse k ein Segment abge- 
schnitten; dieses steht zu dem Kegel, dessen Grundfläche von k 
begrenzt wird und dessen Spitze der Punkt D ist, in demselben 
Verhältnisse, wie das entsprechende Segment von TT, zu dem ent- 
sprechenden Kegel i),. Da wir nun die Ellipse k willkürlich auf 
der Fläche TT gewählt haben, so ergiebt sich der Satz: 

„Jedes Segment eines elliptischen Paraboloides steht in 

„constentem Verhältniss zu dem Kegel, welcher mit dem Seg- 

„ment die Grundfläche gemein hat, und dessen Spitze im Pole 

„dieser Grundfläche liegt." 

Durch Rechnung lässt sich, am leichtesten am Rotati ons-ParaboIoid, 

nachweisen, dass dieses Yerhältniss = f ist. (Arohimedis Opera ed. 

Heiberg I, 277). 

Um zwei Ellipsoide affin auf einander zu beziehen, brauchen 
wir nur die Curven zweiter Ordnung k und Ä,, in welchen sie von 
je einer beliebigen Durchmesser ebene geschnitten werden, affin auf 
einander zu beziehen, und ausserdem zwei Punkte D und Z*, der 
Flächen einander zuzuweisen, deren Berührungsebenen jenen resp. 
Durchmesser ebenen parallel sind. Nämlich die beiden Räume, 
in welchen die Ellipsoide liegen, lassen sich affin auf einander 
beziehen, so dass die Ellipsen k und k^ in der angenommenen 
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Weise und ausserdem D und D^ einander eatspreehen. Auch die 
Mittelpunkte jlfund^j der Ellipsen, welche zugleich diejenigen 
der EUipsoide sind, entsprechen dann einander. Und jeder Ellipse 
des einen Ellipsoides, welche mit Ä zwei Punkte K und L gemein 
hat und deren Ehene den Durchmesser MD enthält, entspricht im 
zweiten Räume eine Ellipse, welche mit \ die entsprechenden 
Punkte Ky und Lj gemein hat und deren Ebene durch M^D^ geht. 
Diese zweite Ellipse Hegt aber auf dem zweiten Ellipsoid, weil sie 
mit einer Schnittcurve desselben die Punkte Z>j, K^, üj, sowie die 
beiden zu M^D^ parallelen Tangenten von K^ und L^ gemein hat. 

Die Ellipsen k und k^ können wir affin auf einander beziehen, 
indem wir die Endpunkte von zwei paar conjugirten Halbmessern 
einander zuweisen. Die Halbmes.ser MD und MjD^, sind aber 
bezüglich der Ellipaoide den resp. Ebenen von k und k^ conjugirfc. Da- 
raus folgt: 

,,'üm zwei EUipsoide affin auf einander zu beziehen, können 
„wir die Endpunkte von zwei Tripeln conjugirter Halbmesser 
„derselben einander als entsprechende Punkte zuweisen." 

Hieraus aber folgt mit Leichtigkeit der Satz: 

„Alle Parallelepipeda, deren Flächen ein Ellipsoid in den 

„Endpunkten von je drei conjugirten Durchmessern berühren, 

„sind inhaltsgleich"; 

sie stehen zu dem Inhalte des Ellipsoides in demselben Verhält- 

niss, wie der Inhalt eines Würfels zu dem Inhalte einer dem Würfel 

eingeschriebenen Kugel, also wie 8 : —. Zum Beweise beziehen 

wir das Ellipsoid affin auf die Kugel. Bezeichnen wir mit J den Inhalt 
des Ellipsoides und mit Sa, 2b, 2c seine drei Hauptaxen- Sehnen, 
so ist 8 ahc der Inhalt des umschriebenen Parallelepipedes, dessen 
Seitenflächen zu den drei Symmetrieebenen des Ellipsoides paral- 
lel laufen, und folglich ist: 

J^== — aber:. 

Weil die Kugel durch drei conjugirte Durchmesserebenen in 
acht gleiche Theile zerlegt wird, so gilt (Seite 63) dasselbe vom 
Ellipsoid. 

Um zwei einschalige oder zweisehalige Hyperboloide affin 
auf einander zu beziehen, brauchen wir nur die Curveu zweiter 
Ordnung k und .i,, in welchen ihre resp. Asymptotenkegel von 
zwei beliebigen Berührungaebenen der Flächen geschnitten werden. 
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affin auf einander zu beziehen, und ausserdem die Mittelpunkte 
der beiden Flächen einander zuzuordnen. Ich übergehe den Be- 
weis dieses Satzes, weil derselbe dem vorigen ganz analog ist; 
nur mache ich darauf aufmerksam, dass die Punkte, in welchen 
jene beiden Ebenen die Hyperboloide berühren, zugleich die Mittel- 
punkte der Curven k und Jt, sind (vergl. I. Abtb. Seite 111), und 
folglich einander entsprechen. Zwei Berührungsebenen eines zwei- 
schaligen Hyperboloides begrenzen mit dem Asymptotenkegel in- 
haltsgleiche Körper. 

Zwei collineare Räume 2 und Sj heissen ,, ähnlich", wenn 
je zwei homologe Winkel derselben gleich sind. Demnach sind 
(Seite 61) auch je zwei einander entsprechende ebene Felder von 
S und S^ ähnlich, und weil somit jeder unendlich fernen Geraden 
von 2 eine solche von Sj entspricht, so sind die Räume affin. 
Homologe Strecken ähnlicher Räume stehen in eonstantem Ver- 
hältniss zu einander, wie sich schon daraus ergieht, dass dieser 
Satz für ähnliche ebene Felder gilt. Haben zwei ähnliche Räume 
solche Lage, dass irgend drei Gerade des einen, die weder einer 
Ebene parallel, noch zu einander nonnai sind, mit den ihnen ent- 
sprechenden Geraden des anderen Raumes parallel laufen, so sind je 
zwei homologe Gerade oder Ebenen der Räume parallel; die Räume 
haben ihr unendlich fernes ebenes Feld entsprechend gemein 
und perspective Lage (Seite 31), Je zwei homologe Punkte liegen 
folglieh mit einem festen CoUineations-Centrum, dem „Aehnlich- 
keitspunkt", in einer Geraden. 

Wenn in zwei ähnlichen Räumen die homologen Strecken 
gleich sind, so nennen wir die Räume entweder „congruent" oder 
„symmetrisch". Bringen wir sie nämlich in solche Lage, dass 
sie einen Strahlenbündel entsprechend gemein haben, so fallen 
entweder je zwei homologe Punkte zusammen, oder die von ihnen 
begrenzte Strecke wird vom Mittelpunkte des Bündels halbirt. 
Im ersteren Falle sind die Räume congruent, im zweiten symmetrisch. 
Z. B. die Schnittcurve von zwei coucentrischen Flächen zweiter 
Ordnung liegt symmetrisch in Bezug auf den Mittelpunkt der 
Flächen; sie besteht i. Ä. aus zwei nicht zusammenhängenden, 
symmetrischen Linien. 
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Neunter Vortrag. 

Conjective collineare &rundgebilde. Involutorische 
CoUineationen in der Ebene und im Räume. 



Zwei collineare Felder 11 und ii,, die in derselben Sbeue liegen, 
haben alle ihre Elemente entsprechend gemein und sind identisch, 
sobald sie ein Viereck entsprechend gemein haben (Seite 15); sie 
liegen perspectiv, d. h. sie haben eine Punktreihe und einen Strahlep- 
büschel entsprechend gemein, sobald aie drei Punkte einer Geraden 
oder auch drei Strahlen eines Punktes entsprechend gemein haben 
(Seite 18). Wie viele Punkte und Strahlen haben aie entsprechend 
gemein, wenn sie weder i^ldentiseh sind noch perspectiv liegen? 

Zu der Beantwortung dieser Frage verhilft uns eine beliebige 
der Curven zweiter Ordnung, welche durch je zwei homologe 
Strahl enbüsehel S, S^ der collinearen Felder T], i]-! erzeugt werden. 
Diese Curve h^ mnss durch jeden sich selbst entsprechenden Punkt 
U der Ebene gehen, weil SU und S^V homologe Strahlen der 
Büschel sind. Rechnen wir die Curve k^ zu v], so entspricht ihr 
in Tj^ eine Curve zweiter Ordnung Jc\; diese aber wird in Sj von 
dem Strahle S^S berührt, weil k^ in S von dem entsprechenden 
Strahle des Büschels S tangirt wird. Die homologen Curven k^ 
und k\ sehneiden sich demnach in Sj and folglich noch in min- 
destens einem und höchstens drei anderen Punkten. Nun projicirt 
aber jeder Strahl «j von Sj einen Punkt Ai von k,j und zugleich 
den homologen Punkt Ä von k^; denn SA und S^A^ sind homo- 
loge Strahlen von S und iS, und müssen sieh als solche in einem 
Punkte von k^ und somit in A schneiden. Jeder von S^ ver- 
schiedene gemeinschaftliche Punkt von k^ und k^ fällt folglich 
mit seinem entsprechenden zusammen. Die beiden Curven schneiden 
sich entweder in vier oder in zwei reellen Punkten, falls sie sich 
nicht berühren oder oscnliren. Darans und aus der reciproken 
Untersuchung ei^eht sich: 
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Zwei conjective collineare Felder, die nicht perspectiv 

liegen, haben im AlJgemeiiien entweder die Eckpunkte 
nnd Seiten eines reellen Dreiecks oder nur einen reellen 
Punkt ü und eine nicht durch ihn gehende reelle Ge- 
rade M entsprechend gemein. In besonderen Fällen 
haben sie zwei reelle Punkte, deren Verbindungslinie 
und eine andere, durch einen dieser Punkte gehende 
Gerade, oder auch einen einzigen Punkt und eine durch 
ihn gehende Gerade entsprechend gemein. 
Zu jedem entsprechend gemeinschaftlichen Punkte („Doppel- 
punkte") U gehört eine entsprechend gemeinschaftliche Gerade 
(„ Doppel gerade ") u der Felder, Um dieselbe zu coustruiren, suchen 
wir zu zwei paar homologen Punktreihen g, g^ und l, Z^, welche 
den Punkt U entsprechend gemein haben, die Centra G und L 
der von ihnen erzeugten Strahlenbüschel erster Ordnung, und ver- 
biaden G mit L. Die Gerade GL oder u fällt mit ihrer ent- 
sprechenden zusammen, weil sie zwei paar homologe Punkte ent- 
hält. — Die beiden in u liegenden homologen Punktreihen der 
collinearen Felder haben i. A. zwei reelle oder imaginäre Punkte 
V, W entsprechend gemein; demgemäss haben die beiden Felder 
i. A. die Eckpunkte und Seiten eines reellen oder imaginären 
Dreiecks ÜVW entsprechend gemein. 

Zwei collineare Strahlenbündel, die concentrisch , aber nicht 
perspectiv liegen, haben mindestens einen reellen Strahl und eine 
reelle Ebene entsprechend gemein; sie haben im Allgemeinen die 
Kanten und Seiten eines reellen oder imagimiren Dreikants, in 
besonderen Fällen aber zwei Strahlen und zwei Ebenen, oder einen 
Strahl und eine Ebene entsprechend gemein. Dieser Satz folgt 
ans dem vorhergehenden mittelst des Dualitäts-Princips oder auch, 
indem man die collinearen Bündel durch eine Ebene in collinearen 
Feldern schneidet. Ebenso folgt: Sind im Räume gegeben ein 
ebenes Feld v| nnd ein zu demselben collinearer Bündel S, so gehen 
im Allgemeinen mindestens ein reeller Strahl und eine reelle Ebene, 
und höchstens drei Strahlen und drei Ebenen von S durch die 
ihnen entsprechenden Elemente von i), falls nicht ij zu einem 
Schnitt von S, oder zu S selbst perspective Lage hat. In zwei 
collinearen Bündeln nicht paralleler Strahlen giebt es i, A, drei 
Paare paralleler homologer Strahlen, und mindestens eines dieser 
Paare ist reell; zum Beweise bringen wir die Mittelpunkte der 
Bündel zur Deckung, ohne die Richtungen ihrer Strahlen zu ändern. 
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Zwei collineare Räume haben alle ihre Elemente entsprechend 
gemein und sind identisch, sobald sie fünf Pnnkte entsprechend 
gemein haben, von denen keine vier in einer Ebene liegen (Seite 26) ; 
sie liegen perspectiv, d. h. sie haben einen Strahlenbändel nnd 
ein ebenes Feld entsprechend gemein, sobald sie ein ebenes Vier- 
eck oder auch ein Vierkaut entsprechend gemein haben (Seite 24 
nnd 31). Wenn zwei collineare Räume S und 2, ein Tetraeder 
ÄBCD entsprechend gemein haben, und wenn ausserdem irgend 
einem Punkte P von S, welcher in keiner Fläche des Tetraeders 
liegt, ein Punkt Pj von 2j entspricht, so können folgende Fälle 
eintreten. Wenn die Gerade PPj durch einen Eckpunkt A des 
Tetraeders geht, so haben die ßäume vier Strahlen und folglich 
alle Elemente des Bündels A, zugleich aber das ebene Feld BCD 
entsprechend gemein, und liegen perspectiv. Werden zwei Gegen- 
kanten AB und CD des Tetraeders von der Geraden PF^ ge- 
schnitten, so haben die coilinearen Räume drei und folglieh alle 
durch AB oder CD gehenden Ebenen, also auch alle auf diesen 
Kanten liegenden Pnnkte entsprechend gemein, sowie jeden Strahl, 
welcher sowohl von AB als auch von CD geschnitten wird. 
Schneidet PP^ nur eine Kante AB des Tetraeders, so haben die 
Räume drei und folglich alle durch AB gehenden Ebenen, also 
auch jeden auf CD liegenden Punkt entsprechend gemein, ausser- 
dem aber die Ebenen ACD und BCD, sowie jeden durch A oder 
B gehenden Strahl dieser Ebenen. Wenn endlich die Gerade PP^ 
mit keiner Kante des Tetraeders in einer Ebene liegt, so haben 
die coliinearen Räume nur die Eckpunkte, Kanten und Seiten des 
Tetraeders ABCD entsprechend gemein. 

Wir wollen nicht alle übrigen Fälle aufzählen, in denen zwei 
collineare Räume einzelne oder auch unendlich viele Elemente 
entsprechend gemein haben, sondern uns mit folgenden Bemerkungen 
begnügen. Es kann der Fall eintreten (und die gescbaart-invoiu- 
torischen Räume werden ans ein Beispiel hierfür liefern), dass die 
Räume keinen reellen Punkt und keine reelle Ebene entsprechend 
gemein haben; wenn aber ein Punkt S des Raumes 2 mit dem 
entsprechenden Punkte Sj von 2j ausammenfäUt, so haben die 
coilinearen Bündel S und S^ und folglich auch die beiden Räume 
noch mindestens einen Strahl und eine Ebene entsprechend gemein. 
Ebenso wenn eine Ebene a von 2 mit der entsprechenden Ebene 
a^ von 2j zusammenfällt, so haben die Räume mindestens einen 
Punkt und einen Strahl der Ebene a entsprechend gemein (Seite 70); 
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denn in a liegen zwei colliueare ebene Felder, die in den Räumen 
einander entsprechen. 

Wenn zwei coUineare Räume 2, 5^ eine Punktreihe i* ent- 
sprectend gemein haben, so haben sie auch einen Ebenenbüschel 
entsprechend gemein; und umgekehrt. Wenu nämlich nicht u 
selbst die Axe des Büschels ist, so schneiden sich in u unendlich 
viele Paare homologer Ebenen der Räume, wie a und a, oder 
ß und ßi- Die homologen ebenen Felder a, «j haben die Pnnkt- 
reihe u entsprechend gemein und sind Schnitte eines Bündels A\ 
und ebenso sind die Felder ß, ß^ Schnitte eines Bündels B, Jede 
gemeinschaftliche Ebene der Bündel A und B aber entspricht sich 
selbst, weil sie zwei öerade von a und ß und zugleich die ent- 
sprechenden Geraden von a, und ßi verbindet. — Die Umkehrung 
des Satzes ist analog zu beweisen. 

Zwei coUineare Grundgebilde können iuvolntorische Li^e 
haben, so dass jedem ihrer Elemente ein anderes doppelt entspricht. 
Die Gebilde hahen alsdann unendlich viele Elemente entsprechend 
gemein, insbesondere jeden Strahl, welcher zwei homologe Punkte 
der Gebilde verbindet, oder in welchem zwei homologe Ebenen 



>Ä.. ■■'• \ 



sich schneiden. Denn wenn (Fig. 14) einem Punkte, den wir mit 
Ä oder B^ bezeichnen wollen, je nachdem er zu dem einen oder 
dem anderen der eoUinearen Gebilde gerechnet wird, zwei zusammen- 
fallende Punkte A-^ und B entsprechen, so fällt auch die Gerade 
AB des ersten Gebildes mit ihrer entsprechenden A^B^ 
Liegen zwei coUineare ebene Felder involutorisch, so 
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unendlich viele Strahlen entsprechend gemein und folglich perspec- 
tive Lage. Je zwei homologe Punkte der Felder liegen in eiuer 
Geraden mit dem Collineationsceiitruin S, welches in diesem Falle 
das „Involutionsceutrum" heisst; und je zwei homologe Strahlen 
schneiden , sich auf der C ollin eationsase u, welche in diesem Falle 
die „ Involution saxe " genannt wird. Jede durch das Involutions- 
centrum S gehende Gerade ist der Träger einer Punkt-Involution, 
von welcher S und der auf u liegende Punkt die Doppelpunkte 
sind; und ebenso ist jeder Punkt der lüvolutionsaxe u Mittelpunkt 
einer Strahlen-Involution, von welcher u und der durch S gehende 
Strahl die Doppelstrahlen sind. Durch das Involutionscentrum und 
die Involutiousaxe sind also je zwei homologe Punkte oder Strahlen 
der Felder harmonisch getrennt. 

Zwei conjective colliueare Felder V] und tj^ liegen involutorisch, 
sobald irgend zwei Punkten AB^ und CD, (Fig. 14) zwei andere 
Punkte AiB und C^D, die mit jenen ein Viereck bilden, in dop- 
pelter Weise entsprechen. Nämlich die Gerade AB entspricht 
der Geraden A^B,, d. h. sich selbst; und da in ihr die Punkte 
AB^ und A^B einander doppelt entsprechen, so sind ihre Punkte 
involutorisch gepaart (I. Äbth. Seite 141). Das Nämliche gilt 
von der Geraden OD oder C^D,. Die Geraden AB und CD 
schneiden sich iu einem Punkte S, welcher sich selbst entspricht 
und von jeder der Punkt-Involutionen AB und CD ein Doppelpunkt 
ist. Eine beliebige Gerade der Ebene, die nicht durch S geht, 
schneidet die Geraden AB und CD in zwei Punkten; ihr ent- 
spricht folglich diejenige Gerade doppelt, welche die zugeordneten 
beiden Punkte von AB und CD verbindet. Und je zwei Punkte 
der Felder müssen einander doppelt entsprechen, weil sie als 
Schnittpunkte von einander doppelt entsprechenden Geraden an- 
gesehen werden können. Der Schnittpunkt S von AB und CD 
ist das Involutionsceutrum, und die Gerade m, auf welcher die 
übrigen Gegenseiten des vollständigen Vierecks ABCD sieh paar- 
weise schneiden, ist die Involution saxe der beiden Felder. 

Die involutorisch liegenden Felder können als ein einziges 
,,involutoTi=!ches Feld autgef'isst werden, dessen Punkte und Strah- 
len paarweise einander zugeordnet sind Die soeben gewonnenen 
Ergebnisse lassen sich dann wie folgt zusammenstellen: 

„,In einem imolutoii->cheu ebenen Felde liegen je zwei einander 
„zugeordnete Punkte mit dem Involutionscentrum in einer Ge- 
„raden und sind durch dieses und die Involutionsaxe harmonisch 
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„getrennt; je zwei einander zugeordnete Strahlen schneiden sich 
„ auf der Involntionsase, und sind durch diese uud das lavolutiona- 
„centrum harmonisch getrennt. Um die Elemente eines Feldes 
„involutorisch zu paaren, kann man irgend zwei Punkten P 
„und Q zwei beliebige andere P^ und Q^ zuordnen, welche mit 
„P und Q ein Viereck bilden; oder man kann das luvolutions- 
„centrnm S und die luvolutionsaxe u willkürlich in der Ebene 
„annehmen. Es giebt also in einer Ebene vierfach unendlich 
„viele involutorisehe Felder." 

Jede Curve KAL eines involutorisch en Feldes, welche von 
zwei Punkten K und L der luvolutionsaxe begrenzt ist, bildet 
mit der ihr zugeordneten Curve KA^L eine „involutorisehe" Curve. 
Ebenso erhalten wir eine involutorisehe Curve, wenn wir zu einer 
Curve SAK oder auch PAP^, welche entweder vom Involutions- 
centrum S und einem Punkte K der luvolutionsaxe, oder auch 
vou zwei einander zugeordneten Punkten P und P, begrenzt ist, 
die zugeordnete Curve S^iiÄToderP^-i^P hinzufügen. Ein beliebiger 
Kegelschnitt z, B. erscheint als involutorisehe Curve, wenn ein 
beliebig innerhalb oder ausserhalb desselben gelegeuer Punkt S 
als Involutionscentrum und dessen Polare m als Involutionsaxe an- 
genommen wird. Der unendlich fernen Geraden ist, beiläufig be- 
merkt, eine zu u parallele Gerade g zugeordnet, welche den Ab- 
stand von S und u halbirt. Der Kegelschnitt ist also eine Hy- 
perbel, Parabel oder Ellipse, je nachdem er mit der Geraden g 
zwei Punkte M und N, oder einen Punkt P oder keinen reellen 
Punkt gemein hat; im ersten Fall sind die Asymptoten zu SM und 
SN parallel, im zweiten ist SP ein Durchmesser der Parabel. 
Hierdurch ist sehr einfach die Aufgabe gelöst: 

„Zu entscheiden, ob ein Kegelschnitt, von welchem nur ein 
„begrenztes Stück gegeben ist, eine Hyperbel, Parabel oder 
„Ellipse ist," 

Ein involutorisches Feld wird ans jedem nicht in ihm ge- 
legenen Punkte durch einen involutorischen Strahl enbündel pro- 
jicirt. Die „Involutions-Bbene" dieses Bündels geht durch die 
Involutionsaxe u des Feldes, und die „Involutionsaxe" des Bündeis 
geht durch das Involutionscentrum S des Feldes. 

Zwei colSineare Räume 2 und S, haben involutorisehe Lage, 
wenn von zwei homologen Feldern a und a^ derselben, die nicht auf 
einander liegen, je zwei homologe Punkte oder Strahlen einander 
doppelt entsprechen. Denn jeder beliebigen Ebene, welche die 
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beiden Ebenen a und a, in zwei Geraden g und l schneidet, ent- 
spricht alsdann diejenige Ebene doppelt, welche die angeordneten 
Geraden g^ und l^ der resp. Ebenen a, und a verbindet; und da 
jeder Punkt oder Strahl des Raumes als Schnitt von drei oder 
zwei solchen Ebenen betrachtet werden kann, so entspricht ihm 
der Schnittpunkt oder die Schnittlinie der zugeordneten Ebenen 
in doppelter Weise. Weil somit jedem Elemente ein anderes doppelt 
entspricht, so können wir die involutorisch liegenden Räume als 
einen einzigen „involutorisehen" Raum auffassen, dessen Elemente 
I einander zugeordnet sind. 
Jeder Strahl, welcher zwei einander zugeordnete Punkte des 
involutorisehen Raumes verbindet, oder in welchem zwei einander 
zugeordnete Ebenen sieh schneiden, fallt mit dem ibm entsprechenden 
Strahle zusammen, ist also sich selbst zugeordnet. Dieses gilt 
auch von der Geraden s, in welcher die Ebenen a und a.^ sich 
schneiden. Wir erhalten nun zwei wesentlich verschiedene Arten 
involutorischer Räume, je nachdem in der Geraden s jeder Punkt 
mit seinem zugeordneten zusammenfällt oder nicht. 

Im erstereu Falle haben die ebenen Felder a und a, die 
Punktreihe s entsprechend gemein; sie liegen folglich perspectiv, 
und erzeugen einen Strahlenbändel S, dessen sämmtlicbe Strahlen 
und Ebenen sieb selbst zugeordnet sind, weil sie je zwei einander 
zugeordnete Elemente von a und a^ mit einander verbinden. Die 
coUinearen Räume ^ und Sj haben den Strablenbündel S und 
folglieh auch ein ebenes Feld i^ entsprechend gemein, liegen also 
perspectiv; in dem von ihnen gebildeten involutorisehen Räume 
ist jedes Element der Ebene 7[ sich selbst zugeordnet. Ein invo- 
lutorischer Raum dieser Art wird „perspectiv oder centriseh invo- 
lutorisch" genannt; der Punkt S, mit welchem je zwei zu- 
geordnete Punkte des Raumes in einer Geraden und je zwei zu- 
geordnete Gerade in einer Ebene Hegen, heisst das ,,Involations- 
centrum", die Ebene ■j] dagegen, auf welcher je zwei einander zu- 
geordnete Strahlen oder Ebenen sich schneiden, heisst die „ Invo- 
lution sebene " des Raumes. Wir können die Hanptei genschaften 
dieser Art von involutorisehen Räumen wie folgt zusammenfassen: 
,,Im centriseh involutorisehen Räume ist jede durch das Invo- 
„lutionscentrum S gehende Gerade oder Ebene und jeder in der 
„Involutionsebene f] liegende Punkt oder Strahl sich selbst zu- 
,, geordnet. Jede durch S gehende Ebene ist der Träger eines 
„involutorisehen Feldes, dessen Involutionscentrum der Punkt 
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„S ist, uad welches von v] in seiner Infolntioiisaxe geschnitten 
„wird; ebenso ist jeder auf vj liegende Pankt der Mittelpunkt 
„eines invol uteri sehen Bündels, dessen Involutiünsehene i] ist 
,,und dessen Involutionsaxe durch S geht. Je zwei einander 
„zugeordnete Punkte, Strahlen oder Ebenen sind folglich durch 
„das Involutionscentruni S und die Involntionsebene i] har- 
,,mouiseh getrennt. Von einer sich selbst augeordneten Ge- 
,,radea g sind entweder die Punkte oder die Ebenen sich selbst 
„zugeordnet; im ersteren Falle ist g die Axe einer Ebenen- 
„involution mit den Doppelebenen v] und gS, im letzteren ist 
„(/ Träger einer Punktinvolntion , deren Doppelpunkte S und (/">] 
,,3iud. Um die Elemente des Raumes ceatrisch involutorisch 
„zu paaren, kann man das Involutionscentrum S und die Invo- 
„lutionsebene V] willkürlich annehmen, oder auch S und zwei 
„einander zugeordnete Ebenen a und «j, oder vj und zwei ein- 
„ ander zugeordnete Punkte Ä und A^. Es giebt sechsfach 
„unendlich viele centrisch involu torische Räume." 

Liegt das Involutionscentrum uneudlieh fern in einer zu der 
Involntionsebene normalen Richtung, so erhalt man zu einem be- 
liebigen Ranmgebilde das zugeordnete durch „Spiegelung" an der 
Involutionsebene; letztere ist von jedem sich seihst zugeordneten 
Gebilde eine Symmetrie-Ebene. Liegt dagegen die Involntions- 
ebene nuendlicli fern, so halhirt das Involutionscentrum die Strecken 
zwischen je zwei zugeordneten Punkten. Ein sich selbst zuge- 
ordnetes Gebilde möge im letzteren Falle „centrisch-symmetrisch" 
im ersteren dagegen ,, plan-symmetrisch" heissen. 

Jede gewundene Ourve, welche entweder von zwei Punkten 
K und L der Involntionsebene, oder von zwei einander zugeord- 
neten Punkten A und A^, oder endlich vom Involutionscentrum 
S und einem Punkte K der Involntionsebene begrenzt ivird, bildet 
mit der ihr zugeordneten Curve eine sogenannte „involutorische 
Raumcarve". Jede Fläche, welche von einer involutorischen oder 
auch von einer sich selbst zugeordneten Curve begrenzt wird, 
bildet mit der ihr zugeordneten Fläche eine „involutorische" 
Fläche. Z. B. eine beliebige Fläche F^ zweiter Ordnung erscheint 
als involutorische Fläche, wenn irgend eine sie nicht berührende 
Ebene ii als Involntionsebene, und deren Pol S als Involutions- 
centrum angenommen wird. Die Fläche F^ ist ein Hyperboloid 
oder ein Paraboloid oder endlich ein Ellipsoid, je nachdem sie 
von der zu tj parallelen Ebene y, welche den Abstand von S und 
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V] halbirt, in einer Curve Ä^ geschnitten oder in einem PunliteP 
berührt oder gar nicbt getroffen wird; denn Jedem gemeinschaft- 
iichen Punkte G von F^ und y ist auf dem Strahle SG ein 
unendlich ferner Punkt der Fläche F'^ zugeordnet, weil y und 
die unendlich ferne Ebene einander entsprechen. Im Falle des 
Hyperboloides ist der Kegel Sft^ dem Asymptotenkegel parallel, 
im Falle des Paraboloides ist SP ein Durchmesser. 

Wir wollen jetzt die andere Art involntorischer Räume unter- 
suchen, den sogenannten „geschaart involutoriscben" Kaum. Je 
zwei einander zugeordnete Felder a, «j desselben haben die Schnitt- 
linie s ihrer Ebenen, nicht aber alle Punkte derselben entsprechend 
gemein; vielmehr sind die Punkte von s paarweise einander zu- 
geordnet, also involntorisch gepaart, ebeuso wie die Ebenen von s. 
Die Verbindungslinien homologer Punkte von a und a, sind in 
dem involutoriscben Räume sich selbst zugeordnet; sie sind die 
Träger von Punkt- und zugleich von Ebenen -Involutionen, weiche 
aus Paareu angeordneter Elemente des Raumes bestehen. Die 
sich selbst zugeordneten Geraden bilden eine sogenannte Strahlen- 
Congruenz; und da durch einen beliebigen Punkt P im Allgemeinen 
nur eine PPj derselben geht, so heisst diese Congraeuz „von 
der ersten Ordnung". Sie ist zugleich ,,von der ersten Classe-', 
weil jede nicbt sich seibat zugeordnete Ebene a. nur eine Gerade 
ac(( der Congmenz enthält. Also: 

„Im geschaart involutoriscben Räume sind die Verbindungs- 
„ linien zugeordneter Punkte und die Schnittlinien zugeordneter 
„Ebenen sich seihst zugeordnet und bilden eine Strahlencon- 
„gruenz erster Ordnung und erster Classe. Jede von ihnen 
„ist Träger einer Punkt- und einer Ebenen-Involution des invo- 
,,lutorischen Raumes, und heisst ein Leitstrahl desselben." 
Hat die Ebenen-Involution eines dieser Leitstrahlen reelle 
Doppelebenen, so sind diese die Träger involntorischer Felder des 
Raumes; sie sehneiden jeden nicht in ihnen liegenden Leitstrahl 
in zwei sich selbst zugeordneten reellen Punkten, den Doppel- 
punkten der zugehörigen Punkt-Involution; alle diese Doppelpunkte 
aber liegen in den beiden Involutionsaxen m, v der Felder, eben 
weil sie sieh selbst zugeordnet sind. Das Involutions-Centrum 
eines jeden der beiden Felder liegt auf der Involutionsaxe des 
andern. Die beiden Axeu u, v heissen die „Involutionsaxen" des 
geschaart involutoriscben Raumes; sie werden von jedem Leit- 
strahle desselben geschnitten und trennen je zwei einander zuge- 
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ordnete Punkte, Ebenen oder Stratlen harmonisch. Auf den beiden 

Involution saxen liegen alle sich selbst zugeordneten Pniikte und 

durch sie gehen alle sich selbst zugeordneten Ebenen des Kaumes. 

„Die Punkt- und Ebenen- Involutionen des geschaart invo- 

„lutorisehen Raumes, welche die Leitstrahlen zu Trägern haben, 

„sind demnacii entweder alle hyperbolisch oder alle elliptisch, 

„d. h. sie haben entweder je zwei reelle oder je zwei imaginäre 

„Doppelemente. Im erster en Falle heisst der involutorische 

,,Ranm hyperbolisch und hat zwei reelle windschiefe Axen m, v, 

,, durch welche je zwei einander zugeordnete Elemente harmonisch 

„ getrennt, und mit welchen die sich selbst zugeordneten Elemente 

„incideut sind; im letzteren Falle heisst er elliptisch und ent- 

„hält keine sich selbst zugeordneten reellen Punkte oder Ebenen. 

„Es giebt achtfach unendheh viele geschaart involutorische 

„Räume". 

Hat der geschaart involutorische Raum ieine unendlich ferne 
Axe, so liegen die Mittelpunkte seiner Punkt-Involutionen allein 
einer eigentlichen Ebene, der „Mittelebene" jx. Diese ist der 
unendlich fernen Ebene zugeordnet, geht also durch den unendlich 
fernen Leitstrahl, sie ist den beiden Axen m, v, wenn solche vor- 
handen sind, parallel und halbirt deren Abstand. Die zu [j. paral- 
lelen Ebenen sind paarweise einander zugeordnet. Das Produkt 
der Abstände dei Mittelebene von zwei einander zugeordneten 
Punkten oder parallelen Ebenen ist constant (I. Abth. S. 153). 
Der zn [J. normale Leitstrahl n schneidet die Involution saxen w, v 
rechtwinklig; durch eine Drehung von 180" um n ändert der invo- 
lutorische Raum sich nicht. 

Wenn von einem geschaart involntorischen Räume zwei Leit- 
strablen oder zwei einander zugeordnete Strahlen sich schneiden, 
so liegt ihr Schnittpunkt auf einer der beiden Tnvölutiousaxen 
und ihre Ebene geht durch die andere Ase; die beiden Axen m, v sind 
in diesem Falle reell und der Raum ist hyperbolisch. In jeder 
durch eine der Axen gehenden Ebene ist ein zu dem Räume ge- 
höriges involutorisches Feld enthalten, dessen Centrum auf der 
anderen Axe liegt; ebenso ist jeder Punkt einer Axe das Centrum 
eines involutorischen Bündels, dessen Involutious-Ebene durch die 
andere Axe geht. Um den hyperbolischen Raum au bestimmen, 
kann man die beiden windschiefen Invotutionsaxen m, v wiUkiirlich 
annehmen. Jede Fläche zweiter Ordnung, bezüglich deren m die 
Polare von v ist, stellt sich dar als involutorische Fläche dieses 
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Raumesj je zwei Punkte derselben, deren Verbindungslinie die 
Äsen M und v schneidet, sind nämlicli durch « und v harmonisch 
getrennt. Ist die Fläche geradlinig, so sind auch ihre Geraden 
paarweise einander zugeordnet und durch u und v harmonisch ge- 
trennt; die Strahlen ihrer beiden Regeischaaren sind inTolutorisch 
gepaart und werden von einer beliebig durch w {oder *>) gelegten 
Ebene iu den Punktepaaren einer involutorischen Curve zweiter 
Ordnung geschnitten, von welcher u {resp. v) die Involutionsaxe 
ist, und deren Involutions-Centrum auf v {resp. m) liegt. 

Durch eine Drehung von 180" um eine Gerade m geht der 
Baum in einen zu ihm involutorisch liegenden Raum über; 
und zwar ist u die eine Involutionsaxe, die andere ^ liegt unend- 
lich fern in den zu u normalen Ebenen. Je zwei einander zu- 
geordnete Punkte oder Ebenen liegen in diesem Falle symmetrisch 
bezüglich der Axe m; von jedem sich selbst zugeordneten Gebilde ist u 
«ine Symmetrie-Äxe, und das Gebilde ist „ axial-symmetrisch". Durch 
Drehung um die Symmetrie-Ase können die Elemente eines axial- 
symmetrischen Gebildes mit den ihnen zugeordneten Elementen zur 
Deckung gebracht werden ; desgleichen durch Spiegelung an der Axe. 
,, Durch eine involutorische Regelschaar anj , 66j , cCj . . . 
„ist ein geschaart in volu torischer Raum bestimmt, in welchem 
„die involutorische Regelschaar enthalten und jeder ihrer Leit- 
„atrahleu sieh selbst zugeordnet ist." 
Sind nämlich p, q, r drei beliebige Leitstrahlen der Regelschaar, 
so kann mau zwei Räume collinear so aufeinander beziehen, dass 
den Geraden a, b, a^, p, q, r des einen die resp. Geraden a^, 6^, 
a, p, q, r des anderen entsprechen {Seite 30); diese beiden colli- 
nearen Räume liegen involutorisch, weil ihre Punkte und Ebenen 
paarweise, wie ap und a^p, einander doppelt entsprechen, und 
sie bilden nicht einen centrisch, sondern einen geschaart invo- 
lutorischen Raum, weil die einander zugeordneten Strahlen a, a^ 
sich nicht schneiden. Dem Schnittpunkte S der Ebenen ap, 
bq, er, welcher als ein beliebiger Punkt des Raumes ange- 
sehen werden kann, ist der Schnittpunkt 5^ der Ebenen a^p, 
b^q, Cjr zugeordnet, und SS^ ist der durch S gehende Leitstrahl 
des involutorischen Raumes. Die Doppelstrahlen der involutorischen 
Regelschaar bilden die beiden Involutionsasen; sie können reell 
oder imaginär sein. 

Zwei involutorische Regeischaaren aaj . bb^ . cc^ . . . und 
PPi ■ 22i ■ *'^i • ■ •> "*^ welchen jede die Leitschaar der anderen 
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ist, bestimmeH ebenfalls einen gesehaart involutoriscben Raum, in 
■welchem sie enthalten sind. Man erhält denselben, indem man 
zwei Eäume collinear so auf einander bezieht, dass den Geraden 
a, «1, b, p, pi, q des einen die resp. Geraden a^, a, J^, p^, p, j, 
des anderen entsprechen. Die Punkte oder Ebenen ap und «1^»^ 
nämlich entsprechen einander in doppelter Weise; dem Schnitt- 
punkte der Ebenen ap, bq, er ist derjenige der Ebenen «iPi, 6i2i, 
c^T-j zugeordnet, u. s. w. Hat die eine der beiden Regeischaaren 
imaginäre, die andere zwei reelle Doppel strahlen m, n, so sind 
die Äxen des involutoriscben Raumes imaginär; denn in diesem 
Falle ist kein reeller Punkt und keine reelle Ebene der Leiiatrahlen 
JM, n sich selbst zugeordnet. 



Zehnter Vortrag. 

Symbolisches Rechnen mit geometrischen 

Verwandtschaften.*) 

Vertanschbarft CoUineationen und Correlationen. 



Wir haben allmählich eine grössere Anzahl von geometrischen 
Verwandtschaften kennen gelernt, darunter als die wichtigsten die 
projective "Verwandtschaft einförmiger Grundgebilde, die Collinea- 



)D Et wlh mtp jectiven Verwandtschaften oder „Homogra- 
ph htetwhlHrrC Stephanos (1883, Math. Ännalen 22 S. 310). 

Ih tl t t H '^ dB riff der „hannoiiisohen Eomographieen", 

d b trt d {1886 m Cr II sehen Jouroal Bä. 100 S. 317) zur Bildnng 

B hl nHmtiP'' '. Neuerdings hatHerrHermann Wiener das 
Rh mtVw dLhft aJIgemeinert und erweitert (in den Beticliten 

d ä hs & II h 1 W 1890, 8. 245). Die unten entwickelten Begriffe 
d V ta hb k t d f j j der Ueherführung, der Permntabilitat sind 
dbg d Sbtttnth e entlehnt (vgl. Gamille Jordan, Thöorie des 
S b tt t na P n 18 S 211 Dieselbe rechnet schon seit Cauchy mit 
R It nd d P d kt ceasiver Substitutionen, und hat für diese 

P d kt läng t d E h g In aufgeatelllt, welche auch für die Resul- 

tirenden succesaiver Verwandtschaften gelten. 
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tioQ und die Cürrelation oder reciproke Verwandtscliaft von 
Oriiadgebilden zweiter oder dritter Stufe. Als besondere Fälle 
der Collineation erkannten wir die Affinität, Gleichheit, Aehnlich- 
keit, Congnieoz und Symmetrie, ausserdem die perspectiven nnd 
die involutorischeu Collineationen in der Ebene, im Strahlenbündel 
und im Räume; von der Correlation werden wir die besonderen 
Fälle der polaren und der Null- Correlation (des Polarsystemes und 
des Nullsystemes) später noch erörtern. Ausserdem aber sind uns 
schon verschiedene geometrische Verwandtschaften zweiten Grades 
bekannt, unter weichen die invointoriscbe , auf dem Principe der 
reciproken Radien beruhende Verwandtschaft der Inversion von 
besonderem Interesse ist. 

Wir wollen nun zeigen, wie derartige geometrische Verwandt- 
schaften sich zu resultirenden Verwandtschaften zusammen setzen 
lassen, wie man sie einfach mit Buchstaben bezeichnen und dann 
mit ihnen und den resultirenden Verwandtschaften symbolisch 
rechnen kann. Damit wird sich uns ein neues, ausgedehntes und 
reiches Forschungsgebiet eröffnen. Indem wir von beliebigen geo- 
metrischen Verwandtschaften rp, x, 4*, . . . reden, sehen wir ab 
von den Besonderheiten dieser Verwandtschaften und steigen da- 
mit von speciellen Untersuchungen auf zu sehr allgemeinen. Be- 
kanntlich aber liat die Mathematik der Verallgemeinuag ihrer Be- 
griffe, Sätze nod Methoden viele ihrer grössten Portschritte zu 
danken. Die symbolische Rechnung mit Verwandtschaften macht 
zudem der rein geometrischen Forschung die wirksamen Hfilfs- 
mittel einer matheraathischen Analyse dienstbar und stellt ihr 
alsbald neue bedeutende Aufgaben, die grossentheils noch' der 
Lösung harren. 

Zwei Gruudgebilde 2, S^ von gleicher Stufe, z, B. zwei 
Räume oder ebene Felder, heissen geometrisch verwandt, wenn 
jedem Elemente A, B, C, D, g, k, . . . von 2 ein Element A^, 
ß^, 6\, Dj^, gi, hl, . . . von ^j als entsprechendes zugewiesen, 
S also auf 2, bezogen ist. Wir bezeichnen diese geometrische 
Verwandtschaft mit 

ABCDgh ...7^A,B,C^ D^g^ k^ . . .*) 
oder kurzweg mit 9^, und bedienen uus der Ausdrucksweise : 
„Das Grundgebilde S wird durch die geometrische Verwandt- 

*) Die BenutiuDg des Zeichens 7\ (projeetiv) ist hier zuiaasig, weil wir 
uns in den Anwendungen auf projecUve Verwandtschaften heschränten werden, 

Eeye, Geometrie der Loge. n. S. Aufl. Q 
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„Schaft {die Collineation, Correlation, projective Verwandtschaft, 
„quadratische Verwandtschaft, Inversion etc.): 

ABCDgh... — A^ B^C^ D,g^k, oder 9, 

„in das Grnndgebilde 2j transformirt oder verwandelt, oder 
„geht durch sie üher in \\ durch die umgekehrte (inverse) 
„Verwandtschaft: 

Ai B, C, D^ g^ hl . . . j;: Ä B G J) g k . . ., 
„die wir mit ipf' bezeichnen, geht ebenso S^ üher in 2." 
Ausdrücklich schliessen wir hier nnd im Folgenden die ausgearteten 
Verwandtschaften aus. 

Aus zwei aufeinander folgenden Verwandtschaften tp^ und 9^ 
oder 

ABOD . . . — AjBiC.D^ . . .nai A^B^C^Di .. .X A^B^C^D^ . . ., 
von denen die erste das Grandgebilde S in Sj, die zweite aber 
2i in ein drittes Grundgebilde 22^ verwandelt, „resultirt" eine 
dritte Verwandtschaft p, nämlich: 

ABCD... -A Ä,B,C,D^ .. ., 
durch welche 2 in 2^ übergeht. Wir nennen (pi und 9^ die 
„ Componenten " der aus ihnen reaultirenden Verwandtschaft p und 
stellen letztere symbolisch dar durch das Produkt (pi9g =^ p. 
Sind die Componenten 9j, 9^ entweder beide Collineationen oder 
beide Correlationen, so ist die resultirende Verwandtschaft p eine 
CoUineation (Seite 3 und 4). Ueberhaupt gilt der Satz: 

„Aus beliebig vielen auf einander folgenden Collineationen und 
„Correlationen resultirt eine CoUineation oder eine Correlation, 
„jeuachdem die Anzahl der Correlationen unter den Compo- 
„nenten gerade oder angerade ist." 

Die Resultirende oder das symbolische Produkt von drei 
oder mehr Verwandtschaften bleibt ungeändert, wenn zwei oder 
mehrere auf einander folgende Componenten durch ihre Resultirende 
ersetzt werden. Denn die Verwandtschaft: 

9i9g93 oder ABC. . . 77 A^B^Og . , . 

resultirt nicht nnr aas den Verwandtschaften ipi, 92 und 9^ oder: 

ABC.. — A,B,C, ..,A^B^C^..'-xA^B^C^.. 

anä A^B^O^ . .-X AgB^Cs . ., 

sondern auch aus (9,92) und 93 oder: 

ABC . . — A^ß^Cs . . und A^B^C^ . . 7^ A^B^C^ . . 
und ebenso aus 9i und (9393). Für das symbolische Produkt von 
drei oder mehr Verwandtschaften gilt also das associative Gesetz, 
nämlich die Gleichung; 
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9i93'P394--- ^(9192)939* ■■■ = 9i(9a93)94--- = C9i'P293)94--- 
Aus- einer beliebigen Verwandtseliaft 9 und ihrer Umkehrung 
9~' resultirt die „Ideutität", d. h. die Verwandtschaft, dtirch 
welche jedes Element des zu transformir enden Grnndgebildes in 
sich selbst übergeht. In dem symbolischen Produkte succesaiver 
Verwandtschaften kann die Identität beliebig eingeschaltet oder 
auch fortgelassen werden, weil sie auf die reaultirende Verwandt- 
schaft ohne Einfluss ist. Wir bezeichnen deshalb die Identität 
symbolisch durch die Einheit, and setzen 99"' ^ 1 nnd 9''9 = !■ 
Folgen in einem symbolischen Produkte eine Verwandtschaft und ihre 
Umkehrung unmittelbar auf einander, so können sie beide wegge- 
lassen werden. Wenn aus zwei Verwandtschaften die Identität 
resultirt, so ist jede von ihnen die TJmkehrung der anderen; denn 
aus 99i = 1 folgt 99^91"' ^ ipf' oder (p ^= (fii\ und ebenso 
9"'99j = 9"' oder 9j = 9''. 

Aus der symbolischen Gleichung 91 9^ ^ p folgt ohne 
Weiteres: ^ 

9i = e9^'' 92 = 9r'e, 9i9bP"' = ?"'9i9b = 1' 92?"' = 9>'< 
9,-'9i-' == p-'. 
Wenn nämlich aus den aufeinander folgenden Verwandtschaften 
9, und 9g die Verwandtschaft p resultirt, so resultirt 9^ aus p 
und der ünikehruug von 9^, ebenso 9^ aus der Umkehrung von 
9i und aus p, die Identität resultirt aus 9,, 93 und der üm- 
kehrung von p, u. s. w. Auch ergeben sich aus 9,9^ ^ p sofort 
die Gleichungen: 

9i929="' = 99^\ 9r'9i92 = 9r'e. 9i9a?"' = ??"'' 
9r'9i92F"' = 9r'pp"S n. s. w., 
welche sich von den vorhergehenden nur durch Identitäten unter- 
scheiden. — Die Umkehrung der Verwandtschaft = 9^9^ . . . 9„ 
ist ö'' ^= 9n ' . . - 9ä''9r' (Stephanos). 

Eine Gleichung zwischen geometrischen Verwandtschaften: 
XiXa • ■ ■ Xt = 'l'i'i's ■ ■ ■ 4^» 
bedeutet, dass aus den auecessiven Verwandtschaften ihrer einen 
Seite dieselbe Verwandtschaft p resultirt, wie aus denen der an- 
deren Seite. Wir können aus ihr andere Gleichungen ableiten, 
indem wir sie entweder voa vorne oder von hinten mit passenden 
Verwandtschaften multipliciren, d. h. den Verwandtschaften ihrer 
beiden Seiten geeignete Verwandtschaften entweder vorangehen 
oder nachfolgen lassen. Wenn wir auf p die Umkehrungen von 
■^^mi 4'm-ii ■ ■ ■' 'l'ä' 4*1 folgen lassen, so ergiebt sieb wegen Jjii^r' = 1 
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als neue Eeauitirende die Identität, und die Gleichung geht 
über in: 

XiX2 ; ■ ■ xi.'l^:;:'4'»-i ■ ■ ■ 'l'!"'']jr' =- i; 

ebenso aber kann sie auf die Form: 

gebracht werden. Also; 

„Jede Gleichung zwischen Verwandtschaften lässt sich auf die 

„Formen: 

9j<pä . . . 9„ ^ 1 und 9^'<po.', . . , 97' =: 1 

„bringen, also in Gleichungen umformen, deren eine Seite die 

„Identität ist." (H. Wiener). 
Die linken Seiten dieser Gleichungen können durch ihre «cjclischen 
Permutationen ersetzt werden; denn z. B. aus der ersteren Gleichung 
ergiebt sich: 

9,"^9i9ä ■ - ■ 9°9i ^=^ 9r'9i oder cpg<p3 . . . 9„tpi = 1 
Wir beschränken uns nunmehr auf den wichtigen Fall der 
geometrischen Verwandtschaften, welche conjective Grundgebilde 
(z. B. concentrisebe Bündel, in derselben Ebene liegende Felder, 
sich durchdringende Räume) in einander verwandeln, oder welche, 
wie wir sagen diirfen, ein Grundgebilde in sich selbst transformiren. 
Durch eine solche Verwandtschaft werden die Elemente des Grund- 
geMldes paarweise einander zugewiesen, und zwar wird das ,, erste" 
Element jedes Paares in das homologe „zweite" Element trans- 
formirt; durch die umgekehrte Verwandtschaft dagegen geht das 
letztere Element in das erstere über. Sind, wie im Falle der 
CoUineation, die homologen Elemente gleichartig, so können sie 
in einem „Doppelelemente" der Verwandtschaft sich vereinigen; 
sind sie ungleichartig, wie im Falle der Correlation, so kann das 
eine Element auf dem homologen anderen liegen. Beispielsweise 
hat eine Collineation im ebenen Felde i. A. drei Doppelpunkte 
und drei Doppelgerade, welche die Eckpunkte und Seiten eines 
Dreiecks bilden (Seite 70); eine Correlation in der Ebene aber 
hat zum Orte der Punkte, welche auf ihren homologen Strahlen 
liegen, i. A. einen Kegelacbnitt, wie wir später beweisen werden. 
Verwandtschaften, die ein beliebiges Grundgebilde in sich 
selbst transformiren, können in verschiedener Reihenfolge ange- 
nommen werden und haben dann i. A. verschiedene Resultirende. 
Zwei Verwandtschaften cp,, 9^ heiasen „vertauaehbar", wenn ihre 
Resultirende unabhängig ist von ihrer Reihenfolge, wenn also 
9i92 ^=^ 929i '^'- Beispielsweise ist die Resultirende von zwei 
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SMCcessivea Spiegelungeu an verschiedenen Ebenen nur dann von 
deren Reihenfolge unabhängig, wenn die beiden Ebenen sich recht- 
winklig schneiden; Spiegelungen an normalen Ebenen sind ver- 
tauschbar, solche an anderen Ebenen nicht. Eine „Schiebung" 
oder „Translation", durch welche alle Punkte des Raumes in be- 
stimmter Richtung um gleich grosse Strecken sich verschieben, 
ist mit jeder anderen Schiebung vertausehbar, mit einer Spiegelung 
aber nur dann, wenn die spiegelnde Ebene oder Gerade zu der 
Schiebungs-Richtung parallel ist. üeberhaupt gilt der Satz: 
„Wird ein Grundgebiide durch die successiven Verwandtschaften 
„fpi, 9^, . . ., q)„ in sich selbst trausformirt, so hängt i. Ä. die 
,,resultirende Verwandtschaft <pi92 - . . 9„ auch ab von der 
„Reihenfolge dieser ihrer Componenten, Nur wenn letztere 
„vertauschbar sind, ändert das symbohsche Produkt 9,92 ■ ■ ■ 9i. 
„sich nicht mit der Reihenfolge seiner Factoren." 

Der letztere FaU tritt insbesondere dann ein, wenn 9j , 9^ , . . ., 9„ 
eine und dieselbe Verwandtschaft 9 bezeichnen; ihr symbolisches 
Produkt wird dann ^ 9° gesetzt und die wte Potenz von 9 ge- 
nannt. Es ergiebt sich: 

„Die ganzen Potenzen einer Verwandtschaft 9 und ihrer Um- 
„kehrung 9"' stellen vertauschbare Verwandtschaften dar; für 
„sie gelten dieselben Rechnungs regeln wie für die ganzen posi- 
„tiven und negativen Potenzen einer algebraischen Grösse, indem 
„9"" 9^1 = 9™±n ist wegen 99"' = 1." 
Die Verwandtschaft 9 beisst eine ,,cyelische", wenn eine ihrer 
Potenzen die Identität darstellt; sie heisst „binär, temar, 
qnaternär, quinternär, senär cycliseh", wenn 2, 3, 4, 5 resp. 6 
der kleinste von Null verschiedene Werth des Exponenten n in 
der Gleichung 9" = 1 ist. Die binär cyclischen Verwandtschaften 
<j sind von ihren Umkehrungen nicht verschieden, denn aus w* ^ 1 
oder (Jt) = 1 folgt u = u"'; sie werden deshalb gewöhnlich „in- 
volutorische" Verwandtschaften genannt. Jede von der Identität ver- 
schiedene Verwandtschaft o, für welche u^ ^ 1 wird, ist involu- 
torisch; beispielsweise ist jede Spiegelung an einer Ebene oder Axe eine 
involutorisehe Collineation. Wir werden im nächsten Vortrage auf 
die übrigen cyclischen Collineationen näher eingehen. — Eine Corre- 
lation, welche in Bezug auf eine Fläche zweiter Ordnung jeden 
Punkt des Raumes in seine Polarebene, jede Ebene aber in ihren 
Po! überführt, ist involntorisch ; derartiger „polarer" Correlationen 
giebt es neunfach unendlich viele (vgl. Seite 39), 
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Von den Verwandtschaften tpi, 921 ^Ps' • • ■ ^^S^ man, „sie bilden 
eine Gruppe", wenn die Resultirende von je zwei derselben unter 
ihnen vorkommt. Die Gruppe kann endlich oder unendlich sein. 
Beispielsweise bilden die Potenzen einer cyelischen oder nicht cy- 
clischen Verwandtschaft eine endliche bezw, unendliche Gruppe; 
die CoIIineationen in der Ebene oder im Räume bilden eine un- 
endliche eontinuirliche Gruppe von Verwandtschaften; die im Räume 
möglichen Schiebungen bilden eine unendliche, eontinuirliche Gruppe 
Ton CoIIineationen; die sieben Spiegelungen an drei normalen 
Ebenen, ihren Schnittlinien und ihrem Schnittpunkte bilden mit 
der Identität eine endliche Gruppe von acht CoIIineationen, — 
Eine Gruppe G ist in einer anderen H enthalten, wenn alle ihre 
Verwandtschaften in H vorkommen. So ist die Gruppe der 
Schiebungen in derjentgeu der affinen Verwandtschaften, und diese 
in der Gruppe der CoIIineationen enthalten. 

Jede endliche Gruppe von Verwandtschaften enthält die Iden- 
tität und die Umkehrungen ihrer Verwandtschaften. Denn sie 
enthält von einer beliebigen ihrer Verwandtschaften 9 alle Potenzen 
?! 9^ <p^t ■ ■ M T-Tod da deren Anzahl nicht unendlich sein kann, 
so muss es nnter diesen Potenzen gleiche geben, etwa 9"°'" = 9"; 
woraus folgt 9" ^ 1 und 9°"' = 9"'. Die Identität 9° = 1 und 
die ümkehrung 9"' von 9 sind also wirklich in der Gruppe ent- 
halten. Die von der Identität verschiedenen Verwandtschaften 
einer endlichen Gruppe sind alje cycliseh. 

Ein Grundgebilde 2 werde durch die Verwandtschaft 9 oder 
S 7^ 2, in ein anderes S^ transformirt; durch eine Verwandte 
Schaft <\i gehe sodann 2 über in 2' und zugleich 2^ in 2'j. Dann 
werden auch 2' und 2\ geometrisch verwandt, und zwar möge 
S' durch die Verwandtschaft 9' in 2\ übergehen. Wir sagen in 
diesem Falle: Die Verwandtschaft 9 wird durch die Verwandt- 
schaft i|) ,, übergeführt" in die Verwandtschaft 9'. Nun folgt 
aber die Verwandtschaft 2 ~ 2'^ ebensowohl aus 2 " 2j und 
Sj 7\" 2'j oder 9 und 4* als aus 2 ~ 2' und 2' "ä" 2'i oder ^ 
und 9', sodass wir haben: 

„Wird also eine Verwandtschaft 9 durch eine andere i|j über- 
„ geführt in die Verwandtschaft 9', so gilt die Gleichung 941 = "l*?- 
„Oder die Verwandtschaft 9', in welche 9 durch i|) übergeführt 
„wird, ergiebt sieh aus der Gleichung 'J>~'9'.JJ ^ 9'" (C. Jordan, 
Stephanos). 
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Umgekehrt ist 9 ^= ibip'Jj"'; es wird also 9' durch die Umkehmng 
vou ijj in 9 übeigefdhrt. 

Sind tp, ij; und 9' ebene oder räumliclie Colüneationeu , so 
wird durch <h Jedes Paar homologer Punkte A, A^ von 9 in ein 
Punktepaar ^', A\ von tp' transformirt, also auch jeder Doppelpunkt 
vou 9 in einen solchen von cp'. 

Werden die Verwandtschaften (pj, o^ durch die Verwandt- 
schaft •i^ übergeführt in resp. 9^, 9'^, so wird ihre Resultirende 
(pi92 zugleich übergeführt in 9'i9'2- Denn: 

aus '{'■'91 1^ = (p'i und ^'''^a']^ ^ ^'ä folgt 

l^-'9jV|jl|j-'(pgJj ,^ t}j~'9j9g'Ij := <^\<s^\. 

Die Verwandtschaften einer Gruppe (cp^, tpj, . . .) werden also 

durch 4» in diejenigen einer Gruppe (9^, 9' 3, . . .) übergeführt 

(C. Jordan). Die Verwandtschaft ij* heisst „permutabel" mit der 

Gruppe (9i, !p2, , . .), wenn sie die Gruppe in sieh selbst überführt 

(C. Jordan). Beispielsweise ist jede Drehung oder Schraubung um eine 

beliebige Äse permutabel mit der Gruppe der Schiebungen im Eaome ; 

jede Collineation und jede Correlation im Räume ist permutabel mit 

der Gruppe der räumlichen Collineationen. Die mit einer beliebigen 

Gruppe permutablen Verwandtschaften bilden selbst eine Gruppe. 

„Wenn zwei Iteihen von Verwandtschaften die nämhche ße- 

„ siiltirende, mithin gleiche symbolische Produkte haben, so gilt 

„dasselbe von den beiden Beihen von Verwandtschaften, in 

„welche jene durch irgend eine Verwandtschaft ijj übergeführt 

„werden" (H. Wiener). 

Denn die Gleichung der symbolischen Produkte lässt sich {S. 84) 

umformen in: 

9i92 9- = 1. 

und es wird tpi^p'^ . . - ?'. = 'l'~'9i92 ■ ■ ■ 9n'|' = 4'~'4' ^^ ^- Eine 
involntorische oder cyclische Verwandtschaft 9 kann nur in eben- 
Eolcbe Verwandtschaften 9' übergeführt werden; denn aus 9° = 1 
folgt 9'" ^= 1. Ebenso werden vertauschbare Verwandtschaften alle- 
mal in vertauschbare übergeführt (C. Jordan). 

„Sind zwei Verwandtschaften 9, ijj vertauschbar, so wird jede 
„derselben durch die andere in sich selbst übergeführt; und wenn 
„eine Verwandtschaft 9 durch eine andere i|( in sich selbst über- 
„geführt wird, so sind 9 und 4> vertauschbar" („echangeables" 
nach C. Jordan). 
Die Bedingung der Vertausch barkeit 91(1 = 1^)9 kann nämlich um- 
geformt werden in il'"'?'}' ^'^ 9 '^^'^ in ^l^ = 9~'\}j9; sie folgt aus 
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jeder dieser beiden Gleichungeii. — Beispielsweise sind zwei In- 
versionen bezüglich normaler Kreise oder Kugeln a, Xj vertausch- 
bar; denn jede von ihnen wird durch die andere in sich selbst 
übergeführt, weil n zu sieh selbst invers ist in Bezug auf X;, 
(I. Abth. S. 203), Sind tp, ib zwei vertauschbare CoUineationen 
in der Ebene oder im Räume, so gehen durch 4* die Paare homo- 
loger Punkte von 9 in einander über, ebenso aber durch 9 die 
Paare homologer Punkte von i}j. Ein Punktepaar P, P^ von 9 
■wird i. Ä. durch <\i in ein anderes Punktepaar F', P'j von 9 ver- 
wandelt; zugleich wird das Piiuktepaar P, P' von ^ durch die 
Collineation 9 in das Paar Pj, P\ von ^ verwandelt. Wenn P 
und P( zusammenfallen, so gilt das Gleiche von P" und P'j ; ein 
Doppelpunkt von 9 geht demnach durch t]j entweder in sieh selbst 
oder in einen anderen Doppelpunkt von 9 über. 

„Wenn zwei Verwandtschaften x^ ']' ™^t einer dritten <p ver- 

„tanschbar sind, so ist auch ihre Resnltirende y^^ mit 9 ver- 

„ tauschbar." 
Denn aus 9^, ^= '/_9 ^^^ 9"^ =" 4^9 folgt 9x4' ^^ 19'\' =^ 1']"?^ 
hieraus aber ^(x^j) = {'/,']>)<?■ — Die mit 9 vertausch baren Ver- 
wandtschaften bilden demnach eine Gruppe (Seite 86). Zu dieser 
Gruppe gehören die Identität, die Verwandtschaft 9 und die Po- 
tenzen und ümkehrungen aller ihrer Verwandtschaften; letztere, 
weil die Gleichung 94J ^ 4^9 in 4^~'9 =^ 9^'' umgeformt werden 
kann, 

„Sind drei Verwandtschaften 9, Xi 4^ vertauschbar, so sind 

„auch die drei aus ihnen resultirenden Verwandtschaften 9X1 

„94j, t'\> vertauschbar." 
Denn aus 9x = x?' 94' =^ '\"? ^^^ X"^ "^ 4'X folgt u. A.: 
9X9'!' = 9X4'9 = 9to = 9^9X "id somit (9x) (9'W = (94^) (9X)- 
Sind zwei projective Verwandtschaften, zwei ColUneatiouen 
oder Correlationeu 9, 4^ oder eine Collineation 9 und eine Corre- 
lation 4^ vertausch bar, so ist durch jede von ihnen die andere i. A" 
völlig bestimmt, sobald von ihr ein paar homologe Elemente 
(Punkte, Ebenen) P, P' bekannt sind. Denn das Element«- 
paar PP' von 4* wird durch die Verwandtschaften 9, 9*, 9^ .. . 
in andere Eleraentepaare PiP'i, P2p'2i ■^''s-f's' ■ ■ ■ der Verwandt- 
schaft 4" transformirt ; da aber 4* eine projective Verwandtschaft 
oder eine Collineation oder Corrclation ist, so wird sie durch die 
Relation : 

PP,P^ . . - P„ "Ä P'i''i P'2 ••■ P'u 
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i, Ä. völlig bestimmt, wenn n kinläuglich gross angenommen wird 
(Seite 8 and 25). Wir werden sogleich fiir den Fall vertauscb- 
barer Collineationen nachweisen, dass zu dem Elemente P das 
entsprechende P' in -^i willkürlich angenommen werden kann, und 
stellen demgemäss schon hier den Satz auf: 

„Mit einer Colliueation 9 in der Ebene oder im Räume sind 

„im Ailgemeinen oc^ resp. oc^ andere Collineationen ver- 

„tausehbar." 

Ausnahmen treten ein, wenn 9 eine „planare"oder„geschaarte" 
oder perspective räumliche Colliueation ist, d. h, wenn sie ent- 
weder die Ebenen einer Geraden m oder die Strahlen einer linearen 
Congruenz Ä, von welcher durch jeden Punkt P ein Strahl geht, 
oder die Strahlen und Ebenen eines Punktes S zu Doppel elementen 
hat. In diesen Fällen nämlich bestimmt, wenn P und P' Punkte 
sind, die projeetive Beziehung: 

PP, . ..P, — P'P\ ...P\ 
nicht ausreichend die CoUineation <\), weil die Punkte P, Pi, . . ., P„ 
und P', P'j, . . ., P'o im ersten Falle mit u in je einer Ebene, im 
zweiten oder dritten Falle aber auf je einem Strahle vou > resp. 
S liegen. Jene Beziehung reducirt sieh sogar auf PP^ ~ P'P\, 
wenn die CoUineation 9 involutorisch ist. Mit einer planaren oder 
geschaarten oder perspectiven räumlichen CoUineation sind ans 
diesem Grunde nicht blos cx;^, sondern cx.^, oc' resp, oc^ andere 
Collineationen vertausclibar ; ebenso sind mit einer perspectiven 
ebenen CoUineation nicht cc* sondern cc* andere Collineationen 
vertauschbar. Den vollständigen Beweis dieser Behauptungen unter- 
drücke ich der Kürze halber. 

Um vertauschbare projeetive Verwandtschaften und sodann 
vertausehbare Collineationen zu construiren, geben wir ans von 
dem folgenden Hüifssatze: 

„Aus der projectiven Beziehung ÄBPQ y\ ÄBPiQ^ folgt 

„ABPPj 7^ ABQQi, wenn A, B, P, Q, P-,, Q^ sechs Elemente 

„eines einförmigen Grundgebildes bezeichnen." 
Zum Beweise bemerken wir, dass ABP^Q^ ~ BAQ^P^ ist (I. Abth. 
S. 144), wodurch s.\k ABPQ-/^ ABP^Q^ sich ergiebt ^-BP(? — 
P^^,Pi. -diso ist AB. PQ^. QP^ eine Involution und daher 
ABPPi J\ BAQ^Q; hieraus aber folgt ABPP^ 7^ ABQQ^, wie 
der Satz behauptet. 

Jilittelst dieses Hülfssatzes ergiebt sich: 

„ Zwei projeetive Verwandtschaften (Homographieu) 9, ^ in 
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„einem einförmigen Grundgebiide sind vertanschbar , wenn sie 
„dieselben zwei reellen Doppel elemente A,'B haben" (Stephanos). 
Ist nämlicb ABFQ 7\ ABP^Q^ die Verwandtaehaft 9 \mAABP-j: 
ABQ die Verwandtscbaft •^, m ergiebt sieh nach jeneoi Satze 
AßPP^ ~ ABQQ^. Also sind auc I\ und Q^ zwei homologe 
Elemente von <]f, das ganz beliebige Elemeotepaar P, P, von 9 
wird durch ijj in ein anderes Elementepaar Q^ Q.^ von 9 ver- 
wandelt, und die Verwandtschaft 9 wird durch 'b in sieh selbst 
übergeführt, ist demnach mit 'h vertauschbar (Seite 87). — Da 
zu dem Elemente P das ihm in <}; entsprechende Q beliebig in 
dem Grundgebilde angenommen werden kann, so giebt es einfach 
unendlich viele mit 9 vertanaehbare projective Verwandtschaften, 
„ Zwei Collineationen 9, ■]* in der Ebene oder im Räume sind 
„vertansehbar, wenn sie die Eckpunkte eines Dreiecks ABC 
„resp. eines Tetraeders AB CD zu gemeinsamen Doppelpunkten 
„haben." 
Seien nämlich im Falle der räumlichen Collineationen P, Pj und 
Q, ^1 zwei beliebige Punktepaare der Oollineation 9, und sei P, Q 
ein Punktepaar von •]f. Dann folgt aus 9 oder: 

ABCDFQ X ABCDP^Q^ 
die coilineare Beziehung (v. Standt): 

ABCDPPi — ABCDQQ^ 
als Ausdruck der Oollineation i^- Denn wenn die Gerade CD 
mit w bezeichnet wird, so ist u (ABPQ) 7^ u {ABP^Q,^) in 9 
nnd folglich wegen des obigen Hülfssatzes auch u (AßPPi) ~ 
u (ABQQi) in '\>; der Ebene «Pj oder CDP^ entspricht demnach 
in dl die Ebene uQ^ oder CDQ^^ ebenso aber entsprechen in ib 
den' Ebenen ABP^ und BCP^ die resp. Ebenen ABQ^^ und BCQ'^, 
nnd dem Punkte Pj entspricht folglich der Punkt ^, in i|). Weil 
aber hiernach durch ']^ das ganz beliebige Punktepaar P, P^ von 
9 in ein anderes Punktepaar Q, Q^ von 9, und die Doppelpunkte 
A, B, C, D von 9 in sich selbst transformirt werden, so wird die 
Oollineation 9 in sich selbst übergeführt durch 4*, und die Colli- 
neationen 9, 4* sind in der That vertauschbar. Zugleich leuchtet 
ein, dass zu dem Punkte P der ihm in •h entsprechende Punkt Q 
willkürlich angenommen werden kann; erst durch diese Annahme 
wird die mit 9 vertausch hare Oollineation 'jj eine eindeutig be- 
stimmte. — Für den Fall ebener Collineationen wird der Beweis 
ganz analog geführt. 

„Wenn eine räumliche Oollineation 9 keine anderen Doppel- 
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„elemente hat, als die Eckpunkte, Eanten und Ebenen eines 
„Tetraeders, so sind mit ihr nar diejenigen oc^ Collineationen 
„41 vertauschbar, welche gleichfalls die Eckpunkte des Tetra- 
„eders zu Doppelpunkten haben." 
Dieses folgt sofort aus dem vorhergehenden Satze und einer früheren 
Bemerkung (S. 88), nach welcher i. A, durch (p eine mit cp ver- 
tauachbare Collineation •]> bestimmt ist, sobald von ihr zwei ho- 
mologe Elemente P, P' oder P, Q gegeben sind. Insbesondere 
ist jede perspective Collineation, welche einen Eckpunkt des Te- 
traeders zum Centrum und dessen Gegenfläche zur CoÜineations- 
ebene hat, mit 9 vertauschbar. Mit 9 sind sieben involutorische 
Collineationen vertauschbar , nämlich vier centriscbe und drei ge- 
schaarte; die letzteren haben je zwei Gegenkanten des Tetraeders 
zu Involutionsaxen. Die mit 9 vertausebbaren Collineationen bilden 
eine dreifach unendliche conti nuirliche Gruppe (vgl. S. 89) und sind 
auch mit einander vertanschbar. 

Mit einer perspectiven Collineation (einer Homologie) im !Raume 
oder in der Ebene sind nur diejengen Collineationen veriausehbar, 
welche das Centrura und die Collineations-Ebene oder -Axe der 
Homologie zu Doppelelementen haben (vgl, S. 88). Eine perspective 
Collineation in der Ebene (im Eaume) ist demnach, wie schon 
oben angegeben wurde, mit vierfach (resp. neunfach) unendlich 
vielen Collineationen vertanschbar. Zwei perspective Collineationen 
sind nur dann vertauschbar, wenn entweder ihre Centra und zu- 
gleich ihre Collineations-Ebeneu resp. -Äsen zusammenfallen, oder 
wenn das Centrum einer jeden von ihnen in der Collineations- 
Ebene resp. -Axe der anderen liegt. 

Zu den wichtigsten Aufgaben über geometrische Verwandt- 
schaften gehören die beiden folgenden: 

,,Die Verwandtschaften y_ zu bestimmen, welche eine gegebene 

„Verwandtschaft 9 umkehren, d. h. in ihre ümkehrung 9"' 

„überfuhren; und die Verwandtschaften 9 zu bestimmen, welche 

„durch eine gegebene Verwandtschaft x umgekehrt werden." 

Es sollen also die Verwandtschaften y, bezw. 9 bestimmt werden, 

welche der symbolischen Gleichung x~'<PX = 9"' genügen. Diese 

Gleichung lässt sieh in jede der lolgenden umformen: 

X"'9X9= 1.9X9X"'= It XTX"'= 9"'i9 = X""'<P''x. 

(9x)^ = x^ (x?)^^x'; 

auch folgt daraus X"'9XX''9X ^ 9~' oder f^''<?\ ^= 9'', und ebenso 
X"yx = 9'°- Also: 
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„Wird die Verwaudtseliaft fp durch eine andere x ningekelirt, 
„so werden auch ihre Potenzen 9°, die zu ihr iuverse Verwandt- 
„schaft 9'' und deren Potenzen 9"° durh f. umgekehrt; zugleich 
„werdeu 9, tp", 9"' und tp"" durch die zu x inverse Verwandt- 
„aehaft y_'' umgekehrt." 

Aus den Gleichungen X''?X ^= 9~' ^^^ X^'^li ^ 9^' folgt- 
Xr'x''<PXXi = xrVXi = 9 »der ^'\-]> = 9, wenn i^ = xXi; 
es wird also (pi|j ^ tjjip, nnd wir haben den Satz: 

„Aus je zwei der Verwandtschaften x, welche die Verwandt- 
„schaft 9 umkehren resultirt eine mit 9 vertauschbare Ver- 
„wandtschaft 4'- Insbesondere sind die geraden Potenzen der 
„Verwandtschaften ■/_ vertauschbar mit 9." 

Umgekehrt folgt aus x''9X = 9~' ^^^^ 4*9 =" 94*' wenn 
^ = XXi oder Xi = X~'4^ gesetzt wird : 

9 = '>~'9"JJ = xr'x"'9XXi = xr'9"'Xi und hieraus xr'9"'Xi = 9- 
„Aus einer Verwandtschaft x~' oder x, welche 9 umkehrt, und 
„einer mit 9 vertäu seh baren Verwandtschaft <]i resuHirt also 
„eine Verwandtschaft Xn welche ebenfalls 9 umkehrt. Insbe- 
„soudere wird 9 umgekehrt durch die Verwandtschaften f_ ^ 9°, 
"9° 1"^^ "nd dereu ougeraden positiven und negativen Potenzen." 
Die mit 9 vertausehbaren Verwandtschaften tjj bilden dem- 
nach mit den Verwandtschaften x, welche die Verwandtschaft 9 
umkehren, eine Gruppe. Jede dieser 4* ist darstellbar als Resul- 
tirende xxi '^on zwei der Verwandtschaften Xi ^on denen sogar 
eine im Uebrigen beliebig angenommen werden darf. Die Auf- 
gabe, alle CoUineationen und Correlationen oder überhaupt alle 
Verwandtschaften ^ zu bestimmen, die mit einer gegebenen 9 
vertauschbar sind, ist also zurückgeführt auf die andere, alle CoUi- 
neationen und Correlationen oder alle Verwandtschaften x zu be- 
stimmen, welche die gegebene 9 umkehren. Aus behebig vielen- 
dieser Verwandtschaften x resultirt eine der Verwandtschaften •]> 
oder X! je nachdem ihre Anzahl gerade oder ungerade ist. Ist 9 
eine involutoiische Verwandtschaft, so ist sie mit den sie um- 
kehrenden Verwandtschaften x vertauschbar; deun: 
aus x"'9X :^ 9'' ^ 9 folgt 9X ^ 19- 
Die Verwandtschaften 9, welche durch eine gegebene Ver- 
wandtschaft X umgekehrt werden, ergeben sieh aus den Auflösungen 
der Aufgabe: 

„Zu der Verwandtschaft ^ diejenigen Verwandtschaften Xi 
,,zu ermitteln, welche der Gleichung Xi == X^ 



Hosted by 



Google 



Vertau3chhare Colli neationen und Gorrelationen. 93 

Wird nämlicli Xi^X9 = 9iX. gesetzt, so folgt 9iX9iX. = X,^ 
und (p = x.~'9iX, = 9r'' I>ie beiden "Verwandtschaften tpi =Xi t"' 
und 9 = X"'Xi ^i'i^ ^'^o invers und werden durch Xi eben- 
so aber dnreh Xi umgekehrt. Da die Gleichung x~'9iX=^ 91"' i™i" 
geformt werden kann in (<piX,)^ = X*i so lässt sich jede durch y, 
umkehrbare Verwandtschaft ip^ aus einer Auflösung x,^ = f^x "ä^r 
Gleichung x! = X^ ableiten. Andererseits ergeben sich alle 
Lösungen -/i =^ 9iX dieser Gleichung aus den Verwandtschaften 9j, 
welche durch x umgekehrt werden. 

Die Resnltirende zweier involutorischer Verwandtschaften u, Uj 
wird durch jede derselben umgekehrt. Denn aus: 
öf :^ o^ =^ 1 und 9 = uu^ folgt: 
Uj ^ ucp, {(pttp)^ :^ w^ und w"'(pu = <p"'. 

Eine projeetive Verwandtschaft 9 oder 

^ßC. ..PQ. .. — A^B^C^ .. .P^Qj . . . 
in einer Punktreihe wird, wie wir später (Seite 107) zeigen werden, 
durch jede der Involutionen 

Aß^ . A^B ■,AC^ -AjC; ; PQ, . P^Q ; . . . 

umgekehrt; die Doppelpunkte von 9 bilden ein gemeinsanaes 
Pnnktepaar dieser Invohitionen, und aus je zwei der Involutionen 
resultirt eine mit 9 vertauschbare Projectivität ^J- Eine Coili- 
neation kann, wie hieraus folgt, i. A. nicht dnrch Coilineationen 
umgekehrt werden; doch machen o. A. die involu torischen und die 
geschaarteu Coilineationen eine Ausnahme. Eine involutorische 
Collineation wird umgekehrt dnrch jede mit ihr vertauschbare 
CoUineation oder Correlation (vgl. S. 87), weil sie mit ihrer Um- 
kehrung identisch ist; und eine geschaarte Collineation 9 (Seite 89) 
wird umgekehrt durch jede geschaart involutorische Collineation, 
welche die beiden Äsen von 9 einander zuordnet. Eine Collineation 
■J; in der Ebene ist nur dann durch andere Coilineationen, und 
zwar dnrch unendlich viele involutorische x umkehrbar, wenn sie 
irgend eine Cnrve zweiter Ordnung in sich selbst trän s form i rt ; 
die Coilineationen x transformiren die Curve ebenfalls in sich selbst, 
und ihre Involutionscentra liegen auf einer Doppelgeraden von i|). 
Den Beweis unterdrücke ich Kürze halber. 

Eine Correlation 9 in der Ebene ist mit unendlich vielen 
Coilineationen <1^ vertauschbar und wird durch unendlich viele 
Coilineationen umgekehrt, die wir auf Grund der obigen Sätze be- 
stimmen wollen. Die Elementepaare A, a der Correlation 9 be- 
stehen aus je einem Punkte A und der entsprechenden Geraden a 
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der Ebene; sie gehen durch jede mit 9 vertausehbare CoUi- 
neatioa <^ in einander über. Wenn A auf o liegt, so sind auch 
die Elemente J., und a-y incident, in welche A und a durch eine 
Collineation ^j transformirt werden. Durch jede mit tp vertausch- 
bare CoUineation ^ gehen demnach die Orte der Punkte und 
Geraden, die in 9 mit ihren homologen Elementen iueident sind, 
in sich selbst über. 

Nun liegen aber, wie im 13. Vortrage bewiesen wird, in 
einer ebenen Correlatiou 9 die Punkte, welche mit ihren homo- 
logen Geraden incident sind, i. A. auf einem Kegelschnitte x; 
diese Geraden umhüllen einen zweiten Kegelschnitt it', welcher x 
in zwei reellen oder im^inären Punkten L, M berührt. Wir wollen 
die beiden Punkte L, M und damit auch die Kegelschnitte x, x 
als reell voraussetzen. Ein beliebiger Punkt P von x wird durch 
die Correlation 9 und ihre Umkebrung 9'' in die beiden Tangenten 
transformirt, welche durch ihn an x' gehen, und wenn P auf x 
fortrückt, so gleiten diese beiden Tangenten an x' hin. Die beiden 
Berührungspunkte L, M von x und x' werden sowohl durch 9 
als auch durch 9'' in ihre eigenen Tangenten l, m transfonnirt, 
und ihre Verbindungslinie LM oder g geht durch 9 und 9"' ober 
in den Schnittpunkt G von l und m, welcher von g der Pol ist 
bezüglich x und x'. 

Eine Collineation nun, welche diese Kegelschnitte x, x' in 
sich selbst transformirt, verwandelt die beiden Berührungspunkte 
L, M entweder in sich selbst oder jeden von ihnen in den andern. 
Sie ist im letzteren Falle involutorisch , weil in ihr die Punkte 
jj, M einander doppelt entsprechen, und weil sie folglieh die Punkt« 
von X und ebenso die Tangenten von y.' involutorisch paart. Ein 
beliebiger Punkt ü der Geraden LM oder g ist das Centrum, und 
seine Polare u in Bezug auf x und x' ist die Involutionsaxe einer 
involutorischen Collineation /, durch welche die Kegelschnitte x 
und x' in sich selbst transformirt werden; die Correlation 9 aber 
wird, wie leicht einzusehen ist, durch diese Collingation x in ihre 
Umkebrung 9"' übergeführt. Aus je zwei solchen involutorischen 
CoUineationen Xi Xi resultirt eine mit 9 vertauschbare Collineation 
<^ ^ XXi' welche jeden der Kegelschnitte x, x' und jeden der 
Punkte L, M, 6 in sieh selbst transformirt; dieselbe ist bestimmt, 
wenn von ihr zwei homologe Punkte P, Py beliebig auf x an- 
genommen werden. 

„Eine Correlation 9 in der Ebene ist also i. Ä. mit einfach 
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„Quendlicli vielen Collineationen i|) Tertaaschbar. Dagegen ist 
„eine Collineation <p in der Ebene nur dann mit Correlationen 
„9 (und zwar mit zweifach uneiidlicb vielen) Tertanschbar, wenn 
„sie einen Kegelschnitt x in sieb selbst transformirt." 
Es lässt sieh zeigen, dass 4" in diesem Falle unendlich viele Kegel- 
schnitte in sich seihst transformirt; dieselben berühren sieh in zwei 
Doppelpunkten der Collineation ^. Auch giebt es, wie schon 
oben bemerkt, einfach unendlich viele involutorisehe Collineationen, 
welche <]) umkehren, indem sie jene Kegelschnitte in sieh selbst 
und ihre beiden Berührungspunkte in einander überführen. 

Von den zahlreichen Aufgaben, welche die symbolische Rech- 
nung mit Verwandtschaften uns stellt, sei noch die folgende 
erwähnt : 

,,Alle geometrischen Verwandtschaften ^, insbesondere alle 

„ Coli ine ationeu zu bestimmen, deren zweite Potenzen eine ge- 

„gebene Verwandtschaft bezw, Collineation 9 darstellen; oder 

„die symbolische Gleichung ^^ ^ 9 allgemein nach ^ auf- 

„ zulösen." 

In dem besonderen Falle der Identität 9 = 1 genügen der Gleichung 

1^ = 1 alle involutorischen Verwandtschaften und ausser ihnen 

nur noch die Identität. Die involutorischen Collineationen aber 

in der Ebene und im Räume sind uns bereits vollständig bekannt, 

und mit den involutorischen Correlationen werden wir uns später 

noch eingehend beschäftigen. 

Jede Lösung ? der allgemeinen Gleichung ^^ = 9 stellt 
eine mit 9 vertauschbare Verwandtschaft dar, weil |^ = I9 = 9? 
ist, Repräsentirt 9 eine ebene Collineation ABCP~/\ ABCF' 
mit drei und nur drei reellen Doppelpunkten, so hat jede der 
Gleichung genügende Collineation | dieselben drei Doppelpunkte 
A, ß, C wie 9 und ist darstellbar durch ^i^CPTf ^BCP,. Der 
Punkt Pj aber, in welchen F durch die Collineation % übergeht, 
muss 80 liegen, dass: 

ÄBCPP^ —ABCPiP' 
wird, weil ja die Verwandtschaft ^^ ^^ 9 den Punkt P in P' 
transformiren soll. Es ist also: 

A(BCPP,)i^A{BCP,P') und folgUch A(BCPP^) — AiCBP'P^); 
d. b. der Punkt P^ liegt auf einem Doppelstrahle der Strahlen- 
involution A(BC . PP'), ebenso aber auf je einem Doppelstrahle 
der beiden Involutionen B{CA . PP') und C(AB . PP'). Wenn 
die drei Involutionen reelle Doppelstrahlen haben, so bilden diese 
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die drei paar Gegenseiten eines vollständigen Vierecks; P^ aber 
ist ein beliebiger Eckpunkt des Vierecks. Es genügen also entweder 
vier oder keine Collineationen ^ der Gleichung t^ = 9, und zwar 
vier, wenn die homologen Punkte P, P' von tp dureli keine zwei 
Seiten des Dreiecks ABC von einander getrennt sind. 



Eilfter Vortrag. 

Gyclische Collineationen. 



Eine Collineation cp heisst cjcüsch, wenn aus n mit ihr identi- 
schen Collineationen die Identität resultirt, oder 9" = 1 ist (vgl. 
S. 86). Zugleich mit <p ist ihre ümkehruug 9"' cyelisch; auch 
lässt sich <p° =^ 1 wegen 99'^ ^^ 1 umformen in 1 ^ 9"°. Aus 
jener symbolischen Gleichung folgt ausserdem: 

und allgemein 9"°+' := 9', wenn k und r ganze positive oder nega- 
tive Zahlen sind. Eine beliebige Potenz (fi' der periodischen Colli- 
neation 9 stellt ebenfalls eine periodische Collineation dar; denn 
aus 9° ^= 1 folgt 9" ^ 1, wenn rk durch n theilbar ist. 

Jede involutorische Collineation ist binär cyelisch; denn da 
in ihr die Elemente einander doppelt entsprechen, so fuhrt ihre 
zweimalige Anwendung zur Identität. Umgekehrt : Jede binär 
cyelische Collineation u ist mit ihrer Umkehrung identisch und 
somit iuv olu torisch ; denn aus tj^ :^ 1 folgt w^w' = w'' oder 

Eine Collineation im ebenen Felde ist ternär cyelisch, so- 
bald durch sie irgend ein Dreieck Ä^Ä^Ag der Ebene in eine 
cyelische Permutation A^A^A^ desselben übergeht. Ist nämlich U 
der sich selbst entsprechende Punkt der Ebene (Seite 70), so re- 
sultiren aus der Collineation: 

AjA^A^U y^ A^AgA^U oder 9, 
welche auch dargestellt wird durch; 

i". A^A^A^U — JsA^A^V und A^A^A^U a A^A^A^U, 
durch Wiederholung die beiden Collineationen; 
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A^A^A^ U~^A^A^As ^7ode^(p^laIld J,-4j J3 U^X-^i^^a-^a Uoier 9'. 
In der letzteren Colüneation 9* aber entspricht jeder Eckpunkt 
des Vierecks A^A^A^JJ sich seihat; sie ist folglieh diejenige der 
Identität und 9^ ^ 1, wie behauptet wurde. 

Die Punkte und Strahlen der Ebene sind durch die temär 
cyclische Collineation 9 zu Tripeln oder Dreiecken cycHsch gmppirt 
und bilden ein „ternär cyclisches Feld" U . A^A^A^ . B^B^ß^ . . . 
Ist das Dreieck A^A2A^ gleichseitig und TJ Aer Mittelpunkt des 
ihm umschriebenen Kreises, so entsprechen den Colli neationen 9 
und 9^ Drehungen in der Ebene YOn 120" und 240" um den 
Punkt TJ, und alle Tripel des ternär cyclischen Feldes bilden gleich- 
seitige Dreiecke. In dieses „reguläre" lässt sich jedes andere ternär 
cyclische Feld durch CoHineation verwandeln. Jedes solche Feld 
hat wie das reguläre nur einen sich selbst entsprechenden reellen 
Punkt, den „Doppelpunkt" f/, und nur eine reelle „Doppelgerade" m; 
letztere liegt in dem regulären Felde unendlich fern. Auch die 
Strahlen von XJ und die Punkte von u sind zu Tripeln cyclisch 
gmppirt. Projicirt mau aus (7 jeden Eckpuukt eines beliebigen 
Tripeid reiecka A^A^A^ auf die gegenüberliegende Seite, so erhält 
man ein zweites zu A-^A^A^ perspectives Tripeldreieck Bj^B^B^; 
die homologen Seiten der beiden Dreiecke schneiden eich in den 
Punkten eines Tripels der Doppelgeraden it, welche hiemaeb aus 
U und A^AjjAg leicht zu construiren ist. 

Eine Collineation in der Ebene ist qnatemär cyclisch, wenn 
sie irgend ein Viereck A^^A^A^A^ in seine cyclische Permutation 
A^A^A^A-i^ verwandelt. Wir stellen sie dar durch: 

Ä-iA^A^A^ 7\ A^A^A^Aj oder 9 = A^A^A^A^, 
und erhalten in der That, wenn wir sie viermal nach einander 
auf das Viereck anwenden, die Identität A^A^A^A^ TV-^i-^a-'sA 
oder (p* = 1. Die Punkte und Geraden der Ebene werden durch 
diese Collineation zu Quadrupeln (Vierecken und Vierseiten) cyclisch 
gruppirt und bilden ein quaternär cyclisches Feld A^A^A^J^^ . 
B^B^B^B^ . V . . . Die Diagonalen A^A^ und A^A^ jedes Qua- 
drupels A^A^AgA^ entsprechen einander doppelt in 9, ihr Schnitt- 
punkt U ist ein sich selbst entsprechender ,, Doppelpunkt" der 
Collineation, und Mittelpunkt einer in 9 enthaltenen Strahlen- 
involution. Ebenso entsprechen die Schnittpunkte der Gegenseiten 
jedes Quadrupels ^i^a^3^4 einander doppelt; sie liegen in einer 
„Doppelgeraden" u von 9 und diese trägt eine in 9 enthaltene 
elliptische Punktinvolution. Die Collineation 9 hat ausser ü 

Heye, Geometrie der Lage. II. 3. Aufl. 1 
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und M keine reellen Doppelelemente. Die Collineation 9^ oder 
AiA^AgA^"/^ AgÄ^A^Äj^ ist involutoriseli und kann mit ^^jlj.jij^^ 
bezeichnet werden; Uisi ihr Centrum und m ihre Axe. Die Colli- 
neation 9* oder /l,y(g/lg^4 7^ A^A^A^A^ ist die Umkehrung 
A^A^A^Ai ~ A^Ä^A^A^ von 9; aus 9* = 1 folgt ja auch 9^ = 
9~'. — Ist AiA2AgA^ ein Quadrat, so entsprechen den CoUi- 
neationen 9, 9', 9' Drehungen in der Ebene von 90^^, 180" und 
270" um den Mittelpunkt (7 des Quadrates, und alle Vierecke des 
quaternUr cyclischen Feldes sind Quadrate. In dieses reguläre 
Feld kann jedes andere durch Collineation verwandelt werden. 

Ein ebenes Viereck A^A2A.jA^ geht durch 24 CoUineationen, 
die seinen 24 Permutationen entsprechen, in sieh selbst über, und 
zwar durch sechs quaternär cyclische wie AiA^A^A^nuä A^A^A^A^, 
acht ternär cyclische wie A^^A^Ä^ . A^ und A^A^A^ . A^, neun 
iovolutorische CoUineationen wie A^ . A^ . A^A^ und A^A^ . A^A^, 
und die Identität Ai . A^, . A^ . A^ . Durch diese 24 CoUineationen 
geht zugleich das Dreieck der drei Punkte Pj, Pg' ^s' ^'^ welchen 
die Seiten A^A^, A^A^, A^A^ des Vierecks ihre Gegenseiten 
schneiden, in sich selbst über. Wir theilen die 24 CoUineationen 
ein in 12 gerade und 12 ungerade; die 12 geraden, durch welche 
das Viereck in einer seiner geraden Permntation übergelit, sind; 
die identische A^ . A^ . A^ . A^ . P^ . P^ . Pj, 
drei iuvolutorische wie A^A^ . A^A^ . P^ . P^ . P^ und 
acht ternär cyclische wie ^^^^-^a ■ A • -^i-Pa-^'s; 
die 12 ungeraden CoUineationen zerfallen in: 

sechs iovolutorische wie Aj . A^ . A^A^ . P1F2 ■ P^ und 
sechs quaternär cyclische wie A-^A^A^A^ . P^ . P^P^ . 
Diese 24 CoUineationen bilden eine Gruppe, denn aus je 
zwei von ihnen resultirt eine zu ihnen gehörige dritte Collineation. 
Die letztere ist eine gerade, wenn ihre Componenten beide gerade 
oder beide ungerade sind; anderen Falles ist sie ungerade. Die 
geraden ColUneationen bilden demnach eine Gruppe für sich; eben- 
so die drei in voluto rischeu geraden und die identische, sowie die 
sechs CoUineationen, welche A^ zum Doppelpunkte haben, u, a. m. 
Ein beliebiger Punkt der Ebene gehört niit 23 anderen Punkten 
za einer Gruppe, welche durch jede der 24 CoUineationen in sich 
selbst übergeht. Diese Gruppe zerfallt in zwei Gruppen von je 12 
Punkten, welche durch jede der 12 geraden CoUineationen in sich 
selbst und durch jede der 12 ungeraden in einander übergehen; 
sie zerfäUt ferner in vier Gruppen von je sechs Punkten, die (auf 
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vier Kegelschnitten liegen und) durch die sechs Collineationen mit 
dem Doppelpunkte A^ in sieb selbst übergeben; u, s. w. — Die 
Seiten des Dreiecks P^P^P^ schneiden die Gegenseiten des Vier- 
ecks Ä^Ä^AgA^ noch in den drei paar Gegenpuukten eines Vier- 
seits a^a^a^a^, welches ebenso wie das Viereck durch jede der 24 
Collineationen in aich selbst übergeht. Die neun involutorischen 
Collineationen haben die sechs Seiten des Vierecks und die drei Dia- 
gonalen des Vierseits zu luvolntionsaxen, und die sechs Eckpunkte 
des Vierseits nebst den Punkten P^, P^, Pg zu Involntionscentren, 
Den Drehungen in der Ebene von 72" und 144" um einen Punkt 
U entsprechen zwei quintemär cyclisclie Collineationen 9 und 9^; 
diese gruppiren die Punkte der Ebene ejclisch zu r^ulären 
Fünfecken und regulären Pentagrammen (Stemfunfecken). Jedes 
quintemär cyelische Feld kann in das eine oder das andere dieser 
beiden regulären durch Collineation verwandelt werden. — Sep- 
tenär cyelische Felder giebfc es drei verschiedenartige; dagegen kann 
jedes senär cyelische Feld in das reguläre, welches einer Drehung 
in der Ebene von 60" entspricht, colliuear verwandelt werden. 

Wir wenden uns nunmehr zu den cyelischen Collineationen 
im dreidimensionalen Räume. Binär cyelische Collineationen giebt 
es zwei Arten, die centriseh involutorischen und die gesehaart invo- 
lutorischen; wir haben beide bereits im neunten Vortrage be- 
sprochen und die gesehaart involutorischen in elliptische und 
hyperbolische eingetheilt. Ebenso giebt es zweierlei ternär cyelische 
Collineationen, nämlich die planaren und die geschaarten. Durch 
eine planare werden die Punkte und Ebenen des Baumes zu Drei- 
ecken und Dreikanteu cyclisch gmppirt, sodass 

AjA^A^B,li^Bs ■ ■ - 7: ^^3^^2-83-^1 ■ ■ ■ 
planare Collineation darstellt. Die Ebene ^^^^^g := A^A^Aj 
beliebigen dieser Dreiecke entspricht sich selbst und enthält 
in temär cyclisches Feld des planar cyelischen Raumes; da aber 
in solches Feld nur eine reelle Doppelgerade u hat (S. 97), so gehen 
alle Dreiecksebenen durch eine und dieselbe Gerade u. Die Doppel- 
punkte dieser Ebenen liegen auf einer zweiten Doppelgeraden v; 
jedes Ebenentripel aber geht durch einen Punkt von v. Auch die 
Punkte von u und die Ebenen von v sind zu Tripeln cyclisch 
gruppirt, und es giebt ausser u keine reelle Gerade, auf welcher 
Punktetripel liegen. Ist A^A^Ä^ ein beliebiges Tripeldreieck und 
sind P, Q zwei Punkte von v, so kann diese ternär cyclisehe Colli- 
w erden durch 
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A^A^A^PQ 7\ A^A^A^PQ oder durch A.A^A^ -P.Q. 
Durch eine Drehung von 120" um eine beliebige Axe v wird der 
Eauni ternär cycliseh und zwar planar tranaformirt. Jeder andere 
planare, temär cyclisehe Baum kann durch CoUineation und eben- 
so durch Correlation in diesen „rotatorischen" verwaudelt werden. 
Bei der geschaarten temär eyelischen CoUineation liegt jedes 
Punlttetripel auf einer sieh selbst entsprechenden Geraden und 
geht jedes Ebenentripel durch eine solche Doppe^erade. Sind 
ö,, flj, «3 drei Strahlen einer Regelachaar und p, q, r drei Leit- 
strahlen derselben, ao ist die CoUineation 

a^^a^a^pqr ~ a^a^a^pqr oder 9 
eine ternär cycliscbe, und zwar eine geschaarte; denn es ist 9' ^^ 1, 
und p, q, r sowie alle übrigen Leitstrableu enthalten Punkte- 
tripel, weshalb jedes Pnnktetripel auf einer Geraden liegen muss. 
Die Doppelgeraden eines geschaarten ternär eyelischen Raumes 
bilden eine Cougruenz erster Ordnung und erster Classe; sie sind 
Träger ternär cycliacher Punktreihen und ebensolcher Ebenen- 
büschel. Der Raum hat keine reellen Doppelpunkte oder Doppel- 
ebenen. 

Bei der Untersuchung der quaternär eyelischen Collineationen 
benutzen wir folgenden Hülfsaatz: 

„Jedes Elementequadrupel P^P^P^P^ eines quaternär cycli- 
„schen Elenaentargebildes besteht ans vier hannonischen Eie- 
„menten." 
Ist nämlich P,P^P^P^ ~ P^P^P^P,, so folgt hieraus F^P^P^P^ 7^ 
P.PiPsPs (I- Abth. Seite 146), d. h. P^ und P^ sind harmonisch 
getrennt durch Pj und P3, Im quaternär eyelischen Elementar- 
gebilde können hiernach reelle Doppelelemente nicht vorkommen. 
Es giebt vier verschiedene Arten von quaternär eyelischen 
Raum collineationen : 

A,AsAsA^B,B,ßsB^ . . . Ä A^AsA^A^ß^BgÜ^B, . . . oder 9; 
nämlich die geschaarten, bei denen die Puuktquadmpel in je einer 
Geraden liegen, die planaren, bei denen sie ebene Vierecke bilden, 
nnd die Collineationen dritter und vierter Art, welche die Punkte 
des Raumes zu windschiefen Vierecken cjclisch gruppiren*). Der erste 
nnd der dritte Punkt eines Quadrupels A^A^A^A^ heissen ,,Gegen- 



*) Vgl. S chroeter, über cyoliech projecfive PiiDktquadvupel (Math. 
AnnalenXX) und Pampuch, über doppelinvolutorische Systeme im Räume 
(Inang. Dias., Strassb. 1886). 
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punkte", ebenso der zweite und der vierte; ihre Verbindungslinien 
A^Äg und J^Ai sind die „Diagonalen" des Quadrupels und ent- 
sprechen einander doppelt in tp, 

„Die Diagonalen A^A^, A^A^, B^Bg, . . . der Punktquadrupel 

„eines quaternär cyelischen Baumes sind die Leitstrahlen eines 

„geschaart involutorischen Baumes"; 
denn durch zweimalige Anwendung der Collineation 9 resultirt 
die in volu torische Collineation 9" := 9"° oder: 

AjÄ^A^A^ß^B^BgBt . . . Ä A^AiAjA^BsB^B^B^ . . ., 
in welcher die Gegenpuakte A^ und ylg, Ag und ^4, B^ und B^,. . . 
einander doppelt, entsprechen. Da nicht alle Diagonalen durch 
einen Punkt gehen, so ist 9^ nicht centrisch, sondern geschaart 
involutorisch. 

Ist nun A^A^A^A^ ein windschiefes Viereck, so kann der 
involotorische Baum A\A^ . A^A^ . B^Bg .... entweder zwei reelle 
oder zwei imaginäre Involutionaaxeu haben; der quaternär cycli- 
sche Raum heisst im ersteren Falle hyperbolisch, im letzteren el- 
liptisch. Die von Gegenpunkten gebildete Punktinvolution auf 
der Diagonale A^Ag hat im ersteren Falle reelle, im letzteren 
imaginäre Doppelpunkte. — Sind ß^, ffj, a^, «4 vier harmonische 
Strahlen einer Eegelschaar und^.^i, q, 3, vier ihrer Leitstrahlen, 
so ist die Collineation: 

a,a^aßa4pp^q 7\ a2aga^aj^2)jpq,^ 
eine quaternär cyelische mit windschiefen Punktquadrnpeln ; und 
zwar sind j), p^ und q, q^ Diagonalen solcher Quadrupel, Auf 
p und pi liegen u. A. die Gegenpunkte der beiden Quadrupel: 

j)a, pjflj pcta Pi<ti und pa^ p^a^ pa^ Pi^^il 
weil aber pa^. und pa^ harmonisch getrennt sind durch pa^ und 
pa^, so ist die Involution der auf p gelegenen Gegenpunkte und 
somit auch der quaternär cyelische Baum a^a-^a^a^ . pp^ . gy, 
elliptisch. Hat die Strahleninvolution pp^ . qq^ reelle Doppel- 
strahlen, so sind diese die Träger besonderer Punkt- und Ebenen- 
quadrupel des quaternär cyelischen Baumes. 

Ein hyperbolischer quaternär cycliseher Baum ist durch das 
windschiefe Viereck jljJjJj^i und den beliebigen Doppelpunkt 
U bestimmt mittelst der Collineation: 

A^A^A^A^Ü -K A^A:,A^A^U oAev 9, 
welche der Bedingung 9* = 1 genügt Der zu 9^ gehörige invo- 
lutorische Baum V , A.,Ä^ • A^A^ hat zwei reelle Involutionaaxeu 
M und V, welche A^ von A^ und A^ von Ä^ harmonisch trennen und 
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von denen u durcli U geht. In der Collineation (p entsprechen 
die Diagonalen A^A^ und ^jA ^^^ Vierecks einander doppelt. 
U, u und V sieh selbst; und zwar sind ti und v die Träger invo- 
lutorischer Pnnktreihen und Ebenenbüschel des quaternär cycli- 
schen Raumes, weil ihre Schnittpunkte und ihre Verbindungs- 
ebenen mit A^A^ und -d^yl^ einander doppelt entsprechen. Die 
Doppelpunkte V und U' der Punktreibe u sind reell und bar- 
monisch getrennt durch die Diagonalen A^Ag und A^A^; ebenso 
die Doppelebenen v ü und v U' des inYolutorisehen Büschels v. 
Die Punkte dieser Doppelebenen sind zu ebenen Vierecken cyclisch 
gruppirt; die involutorische Punktreihe v und der Büschel u sind 
folglich elliptisch (Seite97), und der hyperbolische quaternär cyclische 
Raum hat keine anderen reellen Doppelelemente als die Punkte 
V, U", die Geraden u, v und die Ebenen vU, vü' . — Wenn ein 
reguläres Tetraeder A^A^A^A^ so seine Grösse und Lage stetig 
ändert, dass seine Gegenkauten A-^A^ und A^A^ von einer be- 
stimmten Geraden u fortwährend recbt^vinklig halbirt werden und 
von einem Punkte ü derselben gleiche Abstände behalten, so bleibt 
A^A^A^A^ ein Puuktquadrupel eines gewissen quaternär cyclischen 
Raumes, in welchen jeder andere hyperbolische coUinear transfor- 
mirt werden kann. 

In einem planaren quaternär cyclischen Räume liegen die 
Punktquadrupel in Doppelebenen, welche alle durch eine Doppel- 
gerade u gehen ; die Diagonalen dieser Quadrupel sehneiden sieh in 
je einem Doppelpunkte U, dessen Ort eine andere Doppelgerade 
V ist; je zwei Gegenpunkte eines Quadrupels sind durch u und v 
harmonisch getrennt. Die Ebenen von v und die Punkte von M 
sind ebenfalls zu Quadrupeln cyeliseh gruppirt; jeder ausserhalb 
M und V gelegene Punkt bildet mit den ihm cyeliseh entsprechenden 
ein Viereck. — Durch eine Drehung von 90" um eine beliebige 
Axe v wird der Raum plauar quaternär cyeliseh transformirt. 

Die Puuktquadrupel eines gesehaarten quaternär cyclischen 
Raumes liegen in je einer Doppelgeraden desselben. Diese Doppel- 
geraden sind zugleich die Diagonalen der Quadrupel und bilden 
eine Congruenz erster Ordnung und erster Classe; die Axen der 
Ebenenquadrupel des Raumes fallen mit ihnen zusammen. Sind 
"n '^at <''si '^i ™J^ harmonische Strahlen einer Regelschaar und 
p, q, r drei Leitstrahlen derselben, so ist die quaternär cyclische 
Collineation : 

a,«2a3a4^2r = a^a^aiaipqr oder 9 
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eine gesehaarte. Der zu ip^ gehörige involutoriache Raum a^a, . 
a^a^ . y . 2 . r ist elliptisch. 

Ohne auf die quintemär und die senär cjclischen Collineationen, 
für deren Theorie die cubischen Raumcurven toh Wichtigkeit sind, 
näher einzugehen, bemerke ich noch Folgendes. Ein räumliches 
Fünfeck A^A^A^A^A^ geht durch 120 Collineationen in sich selbst 
über, und zwar durch 20 senär cyclisehe wie A^Ä^ . A.^A^A^^ 
24 quinternär cyclisehe wie A-^^A^A^A^A^, 30 qnatemär ejelische 
wie A^ . ^2-^3^4-^51 20 ternär cyclisehe wie A-^ . A^ . A^A^^A^, 
15 geschaart involatorische wie A^ . A^A^ . A^Ag, 10 cen- 
trisch involutoriscbe wie A^ . A^ . A^ . A^A^ nnd die Identität 
Aj . .lg . A^ . .I4 . A^ . Die 120 Collineationen bilden eine Gruppe. 
Von ihnen sind 60 ungerade, nämlich die 10 centriseh involutorischen, 
die 30 quatemär und die 20 senär cycHschen; die übrigen 60 sind 
gerade und bilden eine Gruppe für sich.*) Die Punkte des Ranmes 
gruppiren sieh zu je 120 derartig, dass jede Puuktgruppe durch alle 
120 Collineationen in sich selbst übergeht; eine solche Gruppe zerfällt 
in zwei von je 60 Punkten, welche durch die geraden Collineationen 
in sich selbst und durch die ungeraden in einander verwandelt 
werden. Durch wiederholte Anwendung der 10 centriseh involu- 
torischen Collineationen kann man zu allen übrigen, also auch von 
einem Punkte P zu den übrigen 119 Punkten der zugehörigen 
Gruppe gelangen. 

Die Centra dieser 10 Collineationen liegen auf den 10 Kanten 
des Fünfecks, nnd zwar ist jedes derselben durch zwei Eckpunkte 
von der gegenüberliegenden Ebene harmonisch getrennt. Diese 
10 Centra liegen zu dreien in den 10 Kanten eines Pünfflaches, 
zu Sechsen in dessen fünf Ebenen, und bilden die 10 Eckpunkte 
des Fünfflaches. Auch dieses Fünffiach wird durch die 120 Colli- 
neationen in sich selbst transformirt. Weil durch jede der 10 
centriachen Collineationen drei Ebenen des Fünfflaches in sich 
selbst und die beiden übrigen in einander übergehen, so ergiebt 
sich ans dem Vorhergehenden leicht: Die 120 Punkte einer Gruppe 
liegen zu sechsen in 200 Kegelschnitten, von deren Ebenen je 20 
dnrch die 10 Kanten des Fünfflaches gehen. Uebrigens kann eine 
Punktgruppe sich auf 60 Doppelpunkte reduciren, die zu sechsen 
in den 10 Fünfeckebenen, oder auf 20 sechsfache Punkte, die 
i auf den 10 Fünfeckkanten liegen, oder endlich auf 30 



") Vgl. F. Klein, Yorlesungen äher das Ikosaeder (Leipzig 1884) S. 163/4, 
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vierfache Punkte, welche paarweise auf den iibrigeu 30 Schnitt- 
linien der Fünfeckflächen liegen. 



Zwölfter Vortrag. 

Harmonisclie Verwandtschaften, insbesondere 

harmonische Projectivitäten und Collineationen. Ver- 

tanschbare involutorische Verwandtschaften. 



Wir können zwei hyperbolische Punktinvolutionen, deren 
Doppelpunkte sich gegenseitig harmonisch trennen, „harmonische 
Involutionen" nennen. Jede von ihnen resultirt aus der anderen 
nnd derjenigen elliptischen Involution, welche die zwei paar Doppel- 
punkte jener als Punktepaare enthält; wenn sie auf einer Corve 
zweiter Ordnung liegen, so sind ihre Involutionscentra conjugirt 
bezüglich der Curve. Der Begriff der harmonischen Involutionen 
nun lässt sich erweitern zu demjenigen der harmonischen Ver- 
wandtschaften. Wir definireu diese wie folgt*): 

,,Zwei geometrische Verwandtschaften tp, "i* heisseu harmonisch, 

„wenn die eine ans der anderen und einer invohitorischen Ver- 

,,wandtschaft m resultirt oder in Zeichen, wenn tp ^ i]ju und 

„(jä =: 1 ist." 

Beispielsweise resultirt aus einer Correlation (oder Colüneation) 

und einer Spiegelung an einer Ebene oder Geraden eine mit jener 

harmonische Correlation (Collineation). 

Da die symbolische Gleichung 9 ^= iIju sich umformen iässt 
in9(j^^Jju^:^^<]j oder lii = 9M, so resultirt ']> aus 9 und w 
ebenso, wie 9 aus 'i' iind o; die Beziehung zwischen den har- 
monischen Verwandtschaften 9, ^ ist also eine wechselseitige. Auch 
die Gleichungen: 

„ = 4j-9 = 9-'4, = u-' 
sind eine Umformung der vorhergehenden und wie jene die Be- 

*) Vgl. Stephanos in den Math. Ännalen 22 S. S20; Segre im Journal 
für die r. n. a. Mathematik, Bd. 100 S. 318; H. Wiener in den Berichten 
der Sachs. Gesellsch. d. "Wiss., 1890 S. 261, 1891 S. 424 und 1891 S. 644. Die 
letzte dieser rdehlialtigen Arbeiten Wiener'a erhielt ich erat wahrend der 
Correctur dieses Druckbogens. 
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dinguug, anter welcher ip und ^ tannoDisehe Verwandtschaften 
bedeuten. 

Weil in einet Punktreihe oo^ Involutionen, in einer Ebene 
bezw. im Räume aber oc* resp. co* involutorische Collineationen 
und cc^ resp. oo^ polare involutorische Correlationen existiren 
(vgl. S. 85), so ergiebt sich: 

„Mit einer projectiven Verwandtschaft in einem einförmigen 
„Grundgebilde sind <x)^ andere Projeetivitäten, und mit einer 
„ebenen oder räumlicben CoUineation (Correlation) sind oc* 
„resp. CO* andere CoUineationen (Correlationen) und oo^ resp. 
„oo^ Correlationen (bezw, Collineationen) harmonisch." 

Zwei Verwandtschaften 9, <]> sind harmonisch, wenn aus 9"' 
und ^ eine involutorische Verwandtschaft resultirt, wenn also: 

(p-'i|j ^= t|j"'(p oder 9"'r}jcp"'ijj = 1 oder (ip"'i^)^ = 1 
ist. Wird nämiich 9"'']j ^^ ^~'9 = ** gesetzt, so ergiebt sich: 

t)2 = 9~'4'4*"''P =^ 9"'? = li 9 ^= ^'^f 4^ ^^ 9"! 
die Verwandtschaft 9 resultirt also wirklich aus r|) und einer in- 
volutorischen Verwandtschaft u. Aus 9~'<|'9"'')J = (o^ ^ i folgt 
•ixp'^ = 9']'''; Tiid wenn "i?" =^ 9^~' ^ **! gesetzt wird, so 
ergiebt sich: 

(jf =^ ili9~'9Jj"' ^= liiiL"' ^^ 1, 9 ^ (JjJj, iL ^ 0,0. 
Somit ist Wj eine involutorische Verwandtschaft und 9 resultirt 
aus Uj und <]>. Ueberhaupt gilt der Satz: 

„Zwei Verwandtschaften 9, 4* sind harmonisch, wenn aus der 
„einen und der Umkehrung der anderen eine involutorische Ver- 
„wandtschaft resultirt, wenn also eine und damit jede der Ver- 
1, wandtechaften : 

9''iU, ilj~'9, 9'L~', il)9"' 
„ involutorisch ist." 
Zugleich mit 9 und iIj sind demnach ihre Umkehnmgen 9"' und 
ijj"' harmonisch. 

Zwei projective Verwandtschaften (Homographieen) 9, ^ in 
einer Punktreihe sind harmonisch, -wenn zwei beliebige Punkte 
A, B der Reihe durch 9 in die resp. Punkte Ä^, Bj, dagegen 
durch 4* iii «äie resp. Punkte B^, A^ übergehen (Segre). Denn 
die projective Verwandtschaft 9''il' ist eine Involution, weil in 
ihr die Punkte A^, B^ den resp. Punkten Bj, A^ und somit ein- 
ander doppelt entsprechen. Ist die Homographie 9 vollständig, 
von ^jj aber nur ein Paar homologer Punkte A, B^ gegeben, so 
bilden die beiden Punkte B, A^, in welche B^ und A durch resp. 
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(p~' und tp übergehen, i. A. ein zweites Paar homol(^er Punkte 
von '\>; nur dann ist das Paar B, Ai identisch mit A, Bj, wenn 
A und ßj e ntweder homologe Punkte -e dor die b a idcn D o pp el- 
■prmfete- von cp sind. Eine mit cp harmonische Homographie ^i ist 
i. Ä. völlig bestimmt, wenn von ihr zwei Paare homologer Punkte j1,S, 
lind C, Dj beliebig in der Punktreihe angenommen werden; denn 
ein drittes Paar homologer Punkte B, A^ von i[j ergiebt sieh i. A. 
auf die angegebene Art. Ebenso folgt der Satz: 

„In der Punktreihe giebt es einfach unendlich viele Homo- 
„graphieen »jj, die zu zwei in ihr gegebenen Homographieen 
„tp, 9^ harmonisch sind; werden von einer derselben zwei homo- 
,,loge Punkte A, B^ beliebig angenommen, so ist sie i. Ä. 
„völlig bestimmt." 

Zwei ebene Collineationen 9, Jj sind harmonisch, wenn vier 
beliebige Punkte K, L, M, N der Ebene durch 9 in die resp. 
Punkte K,, Lj, JW,, N,, dagegen durch ^ in die resp. Punkte 
Xj, Kj, iV^, M^ transfonnirt werden. Denn die Collineation 
9''v}j oder KjL^M^Nj ~/\ L^K^N,M^ ist eine involutorische 
(Seite 73), weil in ihr die Punkte K^ und Lj, zugleich aber M, 
und j\'j einander doppelt entsprechen. Wenn von zwei harmo- 
nischen ebenen Collineationen 9, ^ die eine 9 gegeben ist, so ist 
die andere ^ durch zwei beliebig in der Ebene angenommene 
Paare K, L^ und M, N^ homologer Punkte i, A. eindeutig be- 
stimmt; denn wie im vorhergehendem Falle der harmonischen 
Projectivitäten ergiebt sich i, A. aus jedem dieser Paare mittelst 
9~' und 9 noch ein Paar homologer Punkte von 4'- 

Zwei harmonische Verwandtschaften 9, <]> sind nach den obigen 
Rechnungen mit zwei involutorischen Verwandtschaften o, o^ ver- 
bunden durch die Gleichungen: 

9 ^^ '1"^ ^= "1']' ^^^ "]> ^^ 9" == WjCp. 
Hieraus folgt u ^ *|j~'«,\]; und u = 9"'i.>i9, oder der Satz: 
„Von den beiden involutorischen Verwandtecbaften, welche mit 
„zwei harmonischen Verwandtschaften 9, i!j verbunden sind, 
„wird die eine Mj sowohl durch 9 als auch durch ij' in die 
„andere m übergeführt." (H. Wiener). 
Da 9"' = u^fj"' — ']j"'ö] lind -Ij'' = M9-' ^= 9"'ui ist, so wird 
u durch jede der beiden harmonischen Verwandtschaften 9"', t];"' 
in u, übergeführt. 

,,Die beiden ßesultirenden X9 und ^tj; aus einer beliebigen 
„Verwandtschaft x und zwei harmonischen Verwandtschaften 
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„9, <\t sind harmonische Verwandtschaften, und das Gleiche 
„gilt von cpx ^'^^ 'l'X,-" (Segre). 
Denn es ist (xtp)"' (x"]»} — <P"'x^'x4' — 9~'4' ^i^e in volu torisehe 
Verwandtschaft, ebenso aber ((px) ('J^X)'' = 9XX"'4'"' =^ T')^"'- 
Der Satz ist umkehrbar. 

„Harmonische Verwandtschaften 9, ^Jj werden durch eine be- 
„ liebige Verwandtschaft in harmonische Verwandtschaften 9i, iIJ] 
„übergeführt." {H. Wiener). 
Denn aus der Gleichung <?~'']> ^= 4'~'9 ^o^g* 9''^i = 'l'i~'9i 
(Seite 87). 

Die Gleichling tp'^o ^= W^9 lässt sich, wenn a^ ^=\ ist, um- 
formen in [p~i = 6»"19m; also (Seite 86): 

„Wenn von zwei harmonischen Verwandtschaften 9, u die eine 
„u involutorisch ist, so wird durch sie die andere Verwandt- 
„sehaft 9 umgekehrt" (Segre). 
Ist insbesondere 9 eine projective Verwandtschaft: 

ABC. ..PQ. .-^ A,B,Ci ...P,Q,.. 
in einer Punfetreihe, so ist mit ihr harmonisch jede der Involutionen: 

AB, .A,B; AC, .A,C; BC, . B^C; ■,PQ, . P,Q; . . .; 

denn den Punkten P, Q entsprechen in 9 die Punkte Pj, Q^, 
d^egen in der Involution PQ^ . QP^ oder PQQ, 7^ QiPiP 
die Punkte Q^, P, (vgl. S. 105). Die Verwandtschaft 9 wird 
durch jede dieser Involutionen umgekehrt, und aus je zwei der 
letzteren resnltirt demnach eine mit 9 vertauschbare projective Ver- 
wandtschaft {Seite 92). Eine beliebige der Involutionen ist durch 
ein paar zugeortlnete Punkte P, Q^ bestimmt; die Punkte P^, Q, 
welche in 9 resp. 9"^ den Punkten P, Q, entsprechen, bilden 
nämlich ein zweites Punktepaar der Involution. Wenn die pro- 
jective Verwandtschaft 9 zwei reelle Doppelpunkte M, N hat, 
also darstellbar ist durch: 

MNPQ = MNP^Q^, 
so folgt hieraus MNPQ Ä NMQ, P, ; also ist MN . PQ^ . P, Q 
eine Involution. 

„Die Doppelpunkte ü/, N der projectiven Verwandtschaft 9 
„bilden demnach ein Punktepaar von jeder mit 9 harmonischen 
„Involution (Segre). Mit einer Punktinvolution u sind alle 
„projectiven Verwandtschaften harmonisch, deren Doppelpunkte 
„je ein Punktepaar von w bilden," 
Der Beweis der letzteren Bemerkung ergiebt sieh sehr leicht aus 
dem Vorhergehenden, 
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„Vertauschbare involutorische Verwandtacliaften w, Wj sind 
„harmonisch, und harmonische involutorische Verwandtschaften 
„sind vertausehbav ; ihre Resultirende o w^ ist eine involutorische 
„Verwandtschaft." (Segre). 
Denn die letzte der vier Gleichungen: 

folgt aus den drei ersten, und die erste ans den drei letzten; 
wird aber 

gesetzt, so ergiebt sich t)| =uujU^'u~^ =;(ju-' =^ 1, 

„Zwei involutorische Verwandtschaften u, «^ sind uur dann 
„ vertan sehbar , wenn ihre Resultirende uMj = Og eine iuvo- 
„lutorische Verwandtschaft ist. Jede der drei in volutori sehen 
„Verwandtschaften u, Wj, Og resultirt in diesem Falle ans deu 
„beiden übrigen uud ist mit ihnen vertauachbar und harmonisch." 
Denn wegen u = w~^ und Wj = oj' folgt jede der beiden 
Gleichungen: 

uw, ^ o^u und uwj ^= «j'o"i 
aus der anderen; aus uuj =; (j^w ^ Wg aber ei^ebt sich: 
u = (jgu^ =^ "iMg lind Mj = «Mg ^ Uj"- 
Wir wenden diese Sätze an zunächst auf involutorische Colli- 
neationen.*) Weil eine involutorische CoUiueation x durch eine 
mit ihr vertauschbare Xj in sich selbst übergeführt wird, so gehen 
ihre Doppelelemente durch Xj entweder paarweise in einander oder 
in sich selbst über. Zwei eentrisch involutorische Raum-Collinea- 
tiouen sind demnach nur dann vertauschbar, wenn das Centrum 
einer jeden von ihnen in der Involutions-Ebene der anderen liegt; 
aus ihnen resultirt in diesem Falle die geschaart involutorische 
Collineation, welche die Verbindungslinie der beiden Centreu und 
die Schnittlinie der beiden Involutionsebenen jener zu Involutions- 
axen hat. Wenn zwei geschaart involutorische Colli neationen ver- 
tauschbar sind, so bilden ihre zwei paar Involutionsaxen entweder 
die Gegenkanteu eines einfachen windschiefen Vierecks, oder sie 
liegen in einer Regelschaar und trennen sich 



*) Die hier folgenden Untersuchungen entlehnen wir Montesaiio's ele- 
ganter Abhandlung Su certi gruppi di superficie di secondo grado {Annali 
di Matematica t. 14. p. 131—140, 1886) mit freundlicher Brlauhniss des 
Autors. Herr Möntesano nennt „harmoniscli ", was wir involutorisch, da- 
gegen „involutorisch", was wir vertauschbar nennen. 



Hosted by 



Google 



Vertausch bare inTolutorische Verwandtecliaften. lOy 

harmonisch; ihre Resultirende ist ebenfalls eine geschaart involu- 
torisehe Collineation , und zwar bilden deren Involution saxen im 
ersteren Falle die Diagonalen des Vierecks, ina letzteren Falle 
liegen auch sie in der Regelseiiaar und trennen die Involutioiis- 
axen von jeder der beiden ersteren CoHineationen barmonisch.*) 
Ist eine centrisch involutoriscbe Collineation x vertauschbar mit 
einer gesebaart involutorischen Xj, so liegt das Centrum C von x 
auf der einen Involutionsase u von ic, and die Involutionsebene 
T) von y. geht dnrcb die andere Involutionsaxe v von x, ; aus x 
und Xj aber resultirt eine centrisch involutoriscbe Collineation 
Xg ^= xx^, welche den Punkt ut\ zum Centrnm und die Ebene vC 
zur Involntionsebene hat. 

Ein Tetraeder bestimmt demnach durch seine Gegen demente 
sieben involutoriscbe Collineationen, von denen jede mit den sechs 
übrigen vertauscbbar und harmonisch ist. Drei derselben sind ge- 
schaart und haben je zwei Uegenkanten des Tetraeders zu Invo- 
Intionaaxen; die vier übrigen sind centrisch und haben je einen 
Eckpunkt des Tetraeders zum Centrum nnd die gegenüber liegende 
Fläche zur Involutionsebene. Aus einer der centrisch und einer 
der geschaart in volutori sehen Collineationen resultirt altemal eine 
der übrigen centrisch involutorischen; aus zwei der geschaart oder 
zwei der centrisch involutorischen dagegen resultirt die dritte bezw. 
eine der geschaart involutorischen Collineationen. Die sieben ver- 
tauschbaren Collineationen bilden mit der Identität zusammen eine 
vollständige Gruppe, so dass ans je zwei dieser acht Colli- 
neationen, mögen sie verschieden oder identisch sein, allemal eine 
Collineation dieser Gruppe resultirt. 

Merkwürdiger noch ist eine vollständige Gruppe von sechzehn 
vertauschbaren Collineationen, nämlich 15 geschaart involutorischen 
und der Identität, zu welcher wir auf folgende Art gelangen. In 
der einen Begelscbaar einer Regelfläche F^ zweiter Ordnung nehmen^ 
zwei paar Strahlen an, die sieb gegenseitig barmonisch trennen, 
also von zwei vertausclibaren involutorischen Collineationen Xj, x^ 
die Involutionsaxen sind; dann resultirt aus x^ und Xj eine dritte 
geschaart involutoiische Collineation x^, deren imaginäre Involu- 
tionsaxen in derselben Regelschaar liegen. Wir fügen hinzu drei 
ebenso bestimmte involutoriscbe Collineationen X4, x^, Xj, deren 



*) Im letzteren Falle haben nur zwei der drei geschaart involutorischen 
Collineationen reelle Involutionsaxen. 
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drei paar Involutioosaseu in der anderen Regelschaar von T^ 
liegen nnd sich gegenseitig harmonisch trennen. Dann sind die 
fünfzehn gesehaart involutorischen Collineationen: 

^11 ^21 ^i'i >^41 ^51 ^; >tll'll l^l^Sl ^l>*6' 
XgK^, XgXg, Xglie' ^3^4t ^3*^51 ^S^6' 

von denen die nenn letzteren aus je zweien der sechs ersteren 
resultireu, alle mit einander vertauschbar (Seite 108) und bilden 
mit der Identität zusammen eine vollständige Gruppe, Aus je 
zwei dieser 16 Collineationen, mögen sie verschieden oder identisch 
sein, resultirt nämlich allemal wieder eine von ihnen. Insbe- 
sondere ist: 

{^l^-4)(^2^5) = 1*1>*2'*4^5 =^^ ^3'^t ^1(^3^3) ^ )tf ^ 1 =^Xg{x^y.^}. 

Die Involntionsaxen der drei Collineationen Xj, x^, XjX4 bilden 
die drei paar Gegenkanten eines Tetraeders, ebenso diejenigen von 
Jt,, X5, XjXj, von K^, x^, XgX^, n. s. w. 

Um die Sätze über vertauschbare involutorisehe Verwandt- 
schaften auch auf involntorische Correlationen anwenden zu können, 
unterscheiden wir schon hier unter den mit ihren TJmkehmngen 
identischen Correlationen die polaren und die Null-Correlationen. 
Eine beliebige Fläche zweiter Ordnung ist die Ordnungsfläche 
einer polaren Correlation, durch welche jeder Punkt oder Strahl 
in seine Polare, jede Ebene in ihren Pol bezüglich der Fläche trans- 
formirt wird. Ein Kegelschnitt ist ebenso die Ordnungscurve einer 
polaren Correlation in der Ebene. Wir werden in den nächsten 
beiden Vorträgen noch andere polare Correlationen kennen lernen, 
welche keine reellen Ordnungsflächen oder Ordnungscurveu haben. 
Durch eine Nullcorreiation wird jeder Ebene ein in ihr liegender 
Punkt als Pol oder „Nullpunkt" zugeordnet, jedem Punkte eine 
durch ihn gehende Ebene als Polare oder „Nullebene", jeder Ge- 
raden eine Gerade als Polare; wenn eine Gerade in einer Ebene 
liegt und durch deren Nullpunkt geht, so fällt sie mit ihrer Polare 
zusammen und heisst ein „Leitstrahl" der Nullcorreiation. Wir 
werden uns mit der Nullcorreiation und dem Complexe ihrer Leit- 
strahlen im 18. Vortrage eingehend beschäftigen. 

Ana zwei vertauschbaren involutorischen Correlationen y, -{^ 
resultirt nach den obigen Sätzen eine involntorische Collineation 
** = 7Yi ^= TiTi "iiß iiiit Y und y^ vertanschbar ist. Da umge- 
kehrt Y^ ;= yjt ^ x7 wird, so ergiebt sich: 
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„ Die involntoriachen Correlationeu 7^, welche mit einer gegebenen 
„7 vertauschbar sind, resultiren aus 7 und je einer mit y ver- 
„ tauschbaren involutorischen Colliueatioo k." 
Wir wollen deshalb zunächst die involutorischen CoUineationen x 
ermitteln, welche mit einer gegebenen involutorischen Correlaüon 
■y vertauschbar sind oder, was dasselbe ist (Seite 87), welche durch 
Y in sich selbst übergeführt werden. Ist eine dieser CoUineationen 
it centrisch, so müssen hiernach ihr Centrum und ihre Involutions- 
Ebene oder -Axe durch die Correlation 7 in einander übergehen, 
also als Pol und Polare einander in y zugeordnet sein; ist sie da- 
gegen geschaart, so müssen ihre Involntionsaxen durch y entweder 
in einander oder jede in sich selbst übergehen, sie müssen entweder 
als reciproke Polaren einander oder jede sich selbst in y zuge- 
ordnet sein. Die Leitstrahlen einer geschaart involutorischen Colli- 
neation k, welche mit einer involntorischeu Correlation Y ver- 
tauscbbar ist, werden durch y entweder paarweise einander als 
reciproke Polaren oder jede sich selbst zugeordnet, mögen nun die 
Involutionsaxen von ic reell sein oder nicht. Da eine involutorisehe 
CoUineation bestimmt ist durch ihre beiden Involutionsaxen oder 
durch ihr Centmm und ihre Involutions- Ebene oder -Axe, so er- 
giebt sich: 

,,Eine involutorisehe Correlation 7 im Räume ist vertausehbar 
,,mit jeder geschaart involutorischen CoUineation, deren Invo- 
,,lutionsasen durch 7 entweder einander als reciproke Polaren 
„oder jede sich selbst zugeordnet werden, ausserdem mit jeder 
,,eentriseh involutorisehen CoUineation, deren Centrum und In- 
„volutions- Ebene durch 7 einander als Pol und Polare zuge- 
,, ordnet werden." 

Mit einer polaren Correlation 7 in der Ebene, als deren Ord- 
nungscurve ein beliebiger Kegelschnitt 7^ gegeben sei, sind doppelt 
unendlich viele involutorisehe CoUineationen x vertauschbar; jede 
derselben hat einen beliebigen Punkt der Ebene zum Centrum 
und dessen Polare in Bezug auf 7^ zur Involutionsaxe. Die oc^ 
mit 7 vertauschbaren polaren Correlationeu 7^ resultiren aus 7 
und diesen ^^ CoUineationen x; ihre oa^ Ordnungskegelach nitte 
fl berühren den Kegelschnitt 7^ doppelt, nämlich in den beiden 
reellen oder imaginären Punkten, welche die Involutionsaxe der 
zugehörigen CoUineation x mit 7^ gemein hat. Da jede der oc^ 
Correlationeu 7^ durch 7 in sieh selbst übergeführt wird (Seite 87), 
80 ist jeder der Kegelschnitte yf seine eigene Polare in Bezug 
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auf 7*, ebenso aber ist y^ autopolar in Bezug auf 7^. Beiläufig be- 
roerlrt sind die Kegelschnitte, welche bezüglich einer Ellipse autopolar 
sind und die Ellipse in reellen Punkten berühren, lantev Hyperbeln. 
Eine polare Correlation 7 im Räume, als deren Ordnungs- 
flache wir eine beliebige Fläche F'^ zweiter Ordnung und Classe 
annebmen können, ist mit vierfach unendlich vielen iuvolntorisehen 
Collineationen >i vertauschbar. Unter diesen sind drei Systeme 
zu unterscheiden, nämlich; 

1) die cc' centriseh invoiu torischen Collineationen k^, welche 
je einen Punkt und dessen Polare in Bezug auf F'-' zum 
Centrum und zur Involutionsebene haben, 

2) die 00* geachaart involutorischen Collineationen y.^, welche 
je zwei reciproke Polaren in Bezug auf F'^ zu Involutions- 
axen haben, 

3) die oc^ geachaart involutorischen Collineationen Xg, welche 
je zwei windschiefe Gerade u, v der Fläche F^ zu Invo- 
lutionsaxen haben und nur dann vorkommen, wenn F^ eine 
Regelfläche ist. 

Zu den Collineationen x^ und X3 gehören auch solche gesehaart 
involutorische, die keine reellen Involutionsaxen haben und deren 
Leitatrahlen aus reeiproken Polaren in Bezug auf F^ bestehen. 
Die Collineationen Xg zerfallen in zwei Systeme, indem ihre In- 
volutionsaxen entweder der einen oder der anderen Begelschaar 
von F'' angehören. 

Die involutorischen Correlationen , welche mit der polaren 
Correlation y vertauschbar sind, resultiren aus y und je einer 
der oc* mit 7 vertauschbaren Collineationen Xj, x^ und Xg. Wir 
unterscheiden demgemäsa unter ihnen drei Systeme, nämlich: 

1) 00' polare Correlationen y^ = XjY, deren Ordnnngsflächen 
Fl die Ordnungsfläche F^ von y längs je eines Kegelschnittes 
berühren, mit ihr je oo* Poltetraeder gemein haben und 
zu sieb selbst polar sind in Bezug auf F^, 

2) fx;* polare Correlationen 7^ =x^f, deren Ordnnngsflächen 
Fl mit F^ je zwei reciproke Polaren und je cc^ Poltetra- 
eder gemein haben , die Fläche F^ im Allgemeinen in den 
vier Kanten je eines windschiefen Vierecks schneiden und 
zu sich selbst polar sind*) in Bezug auf F^, 

*) Vgl. R, Sturm, über Fläcten zweiten Grades, welche zu sich selbst 
polar und (Math. Ännalen 25). 
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3) ocä NuU-Correlationeu 7' = XjY, welche die Geraden der 
einen oder der anderen Regelschaar von F^ au Leitatrahleii 
haben. 
In der That resultirt ans y und einer involntorischen Collineation itg, 
deren Involutionsaxen w, v auf F^ liegen, eine Nnllcorrelation 7'. 
Denn ein beliebiger Paukt P wird durch Kj in den Punkt P" ver- 
wandelt, welcher von F durch u und v harmonisch getrennt und 
folglich mit P conjugirt ist bezüglich der) Fläche F^ ; durch '( 
aber wird der Punkt F' transformirt in seine Polare it' in Bezug 
auf F^, und dnreh jtgY = y wird folglich P in die durch F 
gehende Ebene tz transformirt, sodass wirklich durch y jedem 
Punkte eine durch ihn gehende Ebene zugewiesen wird. Liegt P 
auf F^, so ist PF' eine Gerade von F", zugleich aber ein Leit- 
strahl der Nullcorrelation y, weil die Nullebene x' von P durch 
PP' geht. Auch die Geraden u, v sind Leitstrahlen von y; denn 
die Nnllebeue eines Punktes von u oder v berührt in ihm die 
Fläche F^. Beiläufig ergiebt sich folgende Ableitung einer Null- 
correlation : 

„Auf einer Begelfläche F^ zweiter Ordnung nehme man zwei 
„windschiefe Gerade ((, v au und weise jeder Ebene tc' den Punkt 
„P zu, welcher durch M und v harmonisch getrennt ist von dem 
„Pole P' der Ebene in Bezug auf F^; dann sind P, tz zu- 
„georduete Elemente einer Nullcorrelation, in welcher u, v und 
,,die mit u und v ineidenteu Geraden von F^ sich selbst zu- 
„geordnet sind." 

Zu den polaren Correlationen y, = x^f und y^ = x^y, welche 
mit der gegebenen y vertauschbar sind, bemerken wir noch 
Folgendes. Das Centrum P und die Involution sebene n: von einer 
der eentrisch involutorischeii Colli neationen x, sind ein beliebiger 
Punkt und dessen Polarebene bezüglich der Ordnungsfläche F^ von -y. 
Ein beliebiger Punkt A von tc wird durch x, in sich selbst, durch 
y und Xi7 = y^ aber in seine Polarebene a. bezüglich der Ordnungs- 
fläcbe F^ transformirt, sodass jedem Punkte A von % dieselbe 
Ebene a in y^ zugeordnet ist wie in y; und wenn Ä ein Schnittr 
punkt von Ju und F^ ist, so berührt a in ihm die beiden Ordnungs- 
flächen F^ und F\ von y und y,. Da jede der vertauschbaren 
Correlationen y, Ti durch die andere in sich selbst übergeführt 
wird, so ist auch jede ihrer beiden Orduungsflächen F^, F\ ihre 
eigene Polare bezüglich der anderen. Dieses gilt ebenso von den 
Ordnungsflächen F" und F^ der vertauschbaren polaren Corre- 
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lationen -y und y^ = x^y. Die Eesultirende Xg von y^ und j ist 
eine geschaart involutorische Collineation, deren Involutionsasen 
M, V zwei reeiproke Polaren in Bezug auf F^ sind. Ein beliebiger 
Punkt A von u oder v wird durcli Xj in sich selbst, durch y 
and 7g = Xgy aber in seine durch v resp. u gehende Polarebene 
a bezüglich der Fläche F^ iransformirt; ihm ist also in y^ die- 
selbe Ebene a zugeordnet wie in y, und wenn A auf F^ liegt, 
so berührt tx in A die beiden Ordnungsflächen J*^ und F^ von 
y und y^. Die beiden Geraden u, v haben je zwei reelle oder 
imaginäre Punkte mit F^ gemein; die übrigen vier Verbindungs- 
linien dieser vier Punkte liegen auf F^ und zugleich auf Fl. 

Ein beliebiges Poltetraeder ABCD der Ordnungsfläche F^ 
von y bestimmt durch seine Gegenelemente sieben involntorisebe 
CoUineationeu Jt (Seite 109), welche mit einander und mit der 
polaren Correlation y vertauschbar sind. Aus y und diesen siebeu 
X resultiren sieben polare Gorrelationen, nämlich vier yj und drei 
yj, welche mit y, mit den sieben x und mit einander vertausch- 
bar sind (Seite 88). Die acht Ordnnngsflächen iF\, ZFI und 
F^ der acht vertauschbaren Correlationen iy^, Syg und y haben 
ABCD zum gemeinsamen Poltetraeder, jede von ihnen ist ihre 
eigene Polare bezüglich aller übrigen. Sie zerfallen in zwei Gruppen 
von je vieren, nämlich in die iF^ und die 3-F| nebst F^ ; und 
zwar berühren sich zwei beliebige der acht Flächen längs eines 
Kegelschnittes oder sie haben vier (reelle oder imaginäre) Gerade 
gemein, jenacbdem sie zu verschiedeneu dieser Gruppen oder zu 
einer und derselben Gruppe gehören.*) 

Wir haben oben (Seite 109) eine vollständige Gruppe von 16 
vertan achbaren Colliueationen, nämlich 15 geschaart involutorisehen 
und der Identität, aufgestellt. Neun der 15 geschaart involu- 
torisehen Collineationen resultiren aus den sechs übrigen x^, Xg, Xg, 
1*41 ^5' ^6 ' "üß luvolutionsaxeu der letzteren liegen auf einer Kegel- 



*) Zu dieser merkwürdigen Gruppe von acht Flächen zweiter Ordnung 
gelangten d'Ovidio (im Giornale di Matimatica 10) und Thieme (in Schlömiich'E 
Zeitschr. f. Math, 22), indem sie die Flächen zweiter Ordnung I est mmten 
für welche zwei gegebene Flächen zweiter Ordnung reeiproke Pola n b nd 
Eine Fläche G^ zweiter Ordnung, von welcher ABCD ein Poltet aede st 
wird durch die sieben involutorisehen Collineationen it in sich elbst nd 
folglich durch die acht vertauschbaren Correlationen y, Sy^nndif n ene 
und dieselbe Fläche GJ zweiter Ordnung trangformict; G' und '^ sndfolg 
lieh reeiproke Polaien in Bezug auf jede der acht Flächen F^, 3FI und iFf, 
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fläche F^ zweiter Ordnung, und zwar diejenigen von 1*1, x^ und x^ 
in der einen, die von it^, Xj und Xg in der anderen Regelschaar 
von F^\ auch reaultirt Xg aus Xj and y.^, sowie Xg aus Xj und X5. 
Nun sind aber diese sechs und folglich auch die neun ührigen 
involutorischen Collineationen der Gruppe vertauschbar mit der 
polaren Correlation y, welche F^ zur Ordnungsfläche hat; aus y 
und den 16 Collineationen der Gruppe resultiren folglich (Seite 108) 
sechzehn mit diesen Collineationen und mit einander vertauschbare 
Correlationen. Sechs derselben: 

Ti' ~ ^i1< Tat' = X2T, ■ ■ -1 Te' = i^aT 
resultiren aus y und den sechs Collineationen Xj, Xg, . . ., x^ und 
sind Nullcorrelationen (Seite 113); die übrigen zehn, zu welchen 7 
selbst gehört, sind polare Correlationen, nämlich; 
T' fi* = ><i^4Vi Tis = ^i>'6Ti Tie = y-i^y, Ts4 = ■-'ü^tiTr ■ ■ -, 

Von den zehn Ordnungsflachen diesei zehn Correlationen ist jede 
autopolar bezüglich der neun «bngen sie haben zu zweien die 
Kanten windschiefer Vierecke gemein (Seite 112). — Aus den sechs 
vertausehbaren Nullcorrelationen y/, 1 3 , . . ., y^' resultiren übrigens 
zunächst die sechzehn Collineationen der Gruppe, dann auch die 
zehn polaren Correlationen*), wie die folgenden Formeln lehren. 
Wegen y^ = 1, x^ = l und XjXjXj ^: 1 = Jt^Jtsi^s wird: 

Xi ^XgXs =y/y3',Xj =^.3X1 = Ts'Ti'i 1 »^a =^'4^5 = T/Ts'^ 

^l'>^4, = Ti'T*'i ■ • -1 1<3«8 = Ts'Tb'. 
y = x,y/ = 'filita = T/Ts'Te'. ^14 = «iT*' ^ t/T3'T4' = 

Ti'Ts'Te'- . T3G = %Ts' = Ti't/t/ = T3'T4'T5'- 

Wir schliessen mit der Bemerkung, dass eine Null correlation y' 
mit keinen centrisch involutorischen, wohl aber mit unendlich vielen 
gescliaart in volntori sehen Collineationen vertausehbar ist. Unter 
diesen sind zu unterscheiden die fx:^ Collineationen Xj, welche je 
zwei Leitatrahlen von y', und die oq* Collineationen x^, welche 
je zwei reciproke Polaren in Bezug auf y' zu Involution saxeu 
haben. Ans '(' und einer der Collineationen x, resultirt eine mit 
y' yertauschbare polare Correlation y,, deren Ordnnngsfläche F\ 
durch die beiden Involutionsaxen von Xj geht und ausserdem eine 
Schaar von Leitstrahlen derNullcorrelation y' enthält (vgl. Seite 113). 
Dagegen resultirt aus y' und einer beliebigen der 00 * Collineationen x^ 



*) Dieses hat zuerst Herr Felix Klein (in den Math. Annalen tl 
S. 199—226) nachgewiegen. 
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eine mit 7' vertauschbare Nulleorrelation y'j. Eine NuUcorrelatioa 
ist demnacli mit 00* anderen Nnllcorrelationen und mit oo^ polaren 
Correlationen vertauschbar ; die Ordnunggfläehen der letzteren ent- 
halten je eine Schaar von Leitstrahlen der Nulleorrelation. 



Anmerkung. 

Die einfachsten symmetrischen Beziehungen zwischen zwei 
geomefrisehen Verwandtschaften, die weder invers noch identisch 
isind, werden durch die Gleichungen: 

(l}9Jj = I9; {2)i:p4<-i = ^^9"'; (3)9äi=ijj2 
dargestellt, welche umgeformt werden können in: 

(l)i|^-i9 = tp-l^-i; (2)4^-19 = tp-^'Jj; (3)9'|;"> = (f''''^. 
Die erste dieser Gleichungen drückt aus, dass die Verwandtschaften 
cp, •]) Ycrtauschbar, die zweite, dass sie harmonisch sind, die dritte 
u. A., dass jede der Verwandtschaften 9, ^ die inversen Ver- 
wandtschaften f^'^ und 4'9"'^ ^i)j"i9 umkehrt, welche aas je 
einer von ihnen und der Umkehrung der anderen resultiren. Aus 
je zwei der drei Gleichungen folgt: 

iL"'» 13^ ffidj"^ ^^ 9~''l), 
und damit die dritte Gleichung; vertanachbare harmonische Ver- 
wandtschaften genügen also allen drei Gleichungen. — Die für 9 
und X symmetrische Gleichung: 

drückt aus, dass 'tp und die Umkehrung x~' ^on x harmonisch 
sind, kommt also auf die Gleichung (2) oder (941" ')^ = 1 zurück. 
Ebenso geht die Gleichung 9^ = x,"^ oder 99xx ^^^ 1 in (3) 
über, wenn )<_"'= <|i gesetzt wird. 

Alle symbolischen Gleichungen, in denen zwei Verwandt- 
schaften direkt oder invers je zweimal vorkommen, lassen sich in 
die vier folgenden umformen: 

9X'P"'X"' = 1^ 9X<PX = 1' 99XX = U 9X"'9X = 1; 
von diesen aber lassen sich die drei ersteren der Reihe nach 
auf die obigen Gleichungen (1), (2), (3) zurückführen, und die 
vierte oder 

drückt aus, dass die Verwandtschaft 9 durch x nnigekehrt wird. 
Die Wichtigkeit der vier Gleichungen ist damit wohl hinläugUch 
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begründet. Wie sieh aus den Auflösungen der vierten Gleichung 
diejenigen der Gleichungen (1) und (3) ableiten lassen, habe ich 
früher {Seite 92, 93) { 



Dreizelmter Vortrag. 

Conjective reciprote Felder. Polare Felder und Bündel. 



Wenn zwei reciproke Felder i^ und v], auf einander gelegt 
werden, so kann jeder Punkt ihrer Ebene sowohl zu v] als auch 
zu i]j gerechnet werden, und ihm entsprechen im Allgemeinen zwei 
verschiedene Strahlen, einer iu v]^ und einer in i]. Ebenso ent- 
sprechen den Geraden der Ebene, weil wir sie zu beiden Feldern 
rechnen können, i, A. je zwei Punkte. Bezeichnen wir einen be- 
liebigen Pankt der Ebene mit A oder B^, jenachdem wir ihn 
zu r^ oder v]^ zählen, so entspricht ihm in V]j ein Strahl a^ und 
in ■»] ein Strahl b. Dem gemeinsamen Punkte A'ff^ vou a^ und 
b entsprechen ebenso zwei Strahlen a,' und b', die beide durch 
ABl gehen. 

Durch die Correlation oder reciproke Verwandtschaft der 
conjectiven Felder vj, \ sind die Punkte der Ebene involutorisch 
gepaart, sodass von zwei einander zugeordneten Punkten A, A' 
jeder in den beiden, dem anderen entsprechenden Strahlen liegt. 
Wenn ein Punkt AB^ eine Gerade mVj durchläuft, so beschreiben 
die ihm entsprechenden Strahlen «,, b zwei zu m projective Bü- 
schel Uj und V, und ihr Schnittpunkt A' beschreibt folglich i. A, 
eine Curve zweiter Ordnung; die involntorjscbe Verwandtschaft 
der Punkte A, Ä ist demnach eine quadratische. Die Pnnfet- 
reihe uv^ Hegt übrigens, so oft sie zwei zugeordnete Punkte A, A' 
verbindet, zu den beiden ihr entsprechenden Büscheln 17, und V 
involutoriach und enthält dann unendlich viele Paare zugeordneter 
Punkte. Die Büschel P, und V liegen in diesem Falle perspectiv 
und erzeugen die Punktreihe, ihrem gemeinsamen Strahle g aber 
entspricht ein Punkt G von uv^ in doppelter Weise. Dieser Punkt 
G, dessen beide homologe Strahlen in g zusammenfallen, ist allen 
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Punkteujvon g zugeordnet; durcli ihn gehen alle Verbindungs- 
linien AÄ zugeordneter Punkte, weil jede derselben mit g eiaen 
Punkt gemein hat. Also: 

„In zwei conjectiven reciproken Feldern gehen die geraden 
„Punktreihen, welche zu ihren entsprechenden Strahlenbüscheln 
„ involutorische Lage haben, im Allgemeinen alle durch einen 
„Punkt G, und die Mittelpunkte dieser Büschel liegen in 
„einer Geraden g\ letztere entepricht dem Punkte G in dop- 
„pelter Weise." 

Eine Ausnahme erleidet der Satz, wenn die Felder invo- 
lutoriseh liegen, d. h. wenn von jedem Punkte der Ebene die beiden 
ihm entsprechenden Strahlen zusammenfallen; denn in diesem Falle, 
auf den wir noch zurückkommen werden, liegt jede Punktreihe 
der Ebene zu den ihr entsprechenden identischen Büscheln invo- 
lutorisch, falls sie nicht durch, deren Mittelpunkt geht. Nach 
Obigem muss die involutorische Lage eintreten, wenn irgend 
drei nicht durch einen Punkt gehende Punktreihen der Ebene zu 
den ihnen entsprechenden Strahlenbüscheln involutorisch liegen. 
Im allgemeinen Falle gehen durch den Punkt G zwei Strahlen 
l, tn, welche die Gerade <j in den ihnen entsprechenden Punkten 
L, Jlf schneiden; jeder dieser Strahlen entspricht, wie leicht ein- 
zusehen, dem zugehörigen Punkte in doppelter Weise. Die beiden 
Felder enthalten also i. A. drei Punkte ö, L, M, deren homologe 
Strahlen zusammenfallen; diese Punkte bilden ein Dreieck, .dessen 
Seiten g, l, m den resp. Eckpunkten G, L, M doppelt entsprechen, 
uud zwar liegen die Punkte L uud M, welche auch imaginär sein 
können, auf den ihnen resp. doppelt entsprechenden Seiten ( und m. 
Uebrigens kann auch der besondere Fall eintreten, dass jeder Strahl 
von G seinem Schnittpunkte mit g entspricht, und zwar in dop- 
pelter Weise; einem beliebigen Punkte L von g sind dann alle 
Punkte der Geraden LG zugeordnet. 

Wenn ein Punkt AB^ auf dem einen «j der ihm ent- 
sprechenden Strahlen liegt, so liegt er auch auf dem anderen b 
und fällt mit seinem zugeordneten Punkte A' zusammen; denn 
dem Punkte 5, von «i entspricht in i^ ein Strahl b des Punktes A, 
Ebenso geht ein beliebiger Strahl der Ebene entweder durch keinen 
oder durch jeden der beiden ihm entsprechenden Punkte. Proji- 
ciren wir die beiden reciproken Felder t] und 7]j aus zwei Punkten 
S, S^ des Baumes durch Strahlenbündel, so sind auch diese reci- 
prok und erzengen eine Fläche zweiter Ordnung. Zu dieser Fläche 
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gehört jeder Punkt der Ebene, welcher auf den ihm entsprechenden 
Strahlen liegt, weil in ihm ein Strahl des Bündels S die ent- 
sprechende Ebene von S, schneidet. Umgekehrt liegt jeder ge- 
meinschaftliche Punkt der Ebene und der Fläche zweiter Ordnung 
auf den beiden ihm in v] nnd tjj entsprechenden Strahlen. Somit 
ergiebt sich: 

„ In zwei conjectiven reciproken Feldern ist der Ort der Punkte, 
„welche auf ihren entsprechenden Strahlen liegen, ein reeller 
„oder imaginärer Kegelschnitt, welcher in besonderen Fällen 
„auf zwei Gerade oder auch auf eine zweifache Gerade sich 
„reduciren kann; zugleich bilden die Strahlen, welche durch 
„ihre entsprechenden Punkte gehen, einen reellen oder ima- 
,,ginären Büsche! zweiter Ordnung, weicher in zwei (eventuell 
„identische) Büschel erster Ordnung zerfallen kann. Dieser 
„Büschel entspricht jenem Kegelschnitte doppelt nnd liegt zu 
,,ihm auf zweifache Art perspectiv; seine Einhüllungscurve be- 
„ rührt den Kegelschnitt in den vorhin erwähnten Punkten L, M, 
„welchen die resp, Strahlen l, in doppelt entsprechen." 

Auch diese Sätze müssen modificirt werden, wenn die beiden 
reciproken Felder involutorisch Hegen, wenn also in ihnen jedem 
Punkte der Ebene zwei zusammenfallende Strahlen entsprechen. 
Die Möglichkeit dieser involutorischen Lage erhellt aus folgendem 
Satze : 

„Zwei reciproke Felder -r\ und t^^ Hegen inTolutoriseh, und ihre 

,,CorreIation ist eine polare, wenn den Eckpunkten Ä, B, C 

,, irgend eines Dreiecks von t) die ihnen gegenüberliegenden 

„Seiten«, , 5,, " ~ 



„ecks in 'f\i entsprechen." 
Zum Beweise dieses 
Satzes, welcher zugleich ein 
Kennzeichen der involu- 
torischen Lage angiebt, ist 
zunächst zu bemerken, dass 
die Eckpunkte des Dreiecks 
den gegenüber liegenden 
Seiten in doppelter Weise 
entsprechen. Bezeichnen 
wir nämlich (Fig. 15) mit J.^ 
den zu 15, gehörigen und mit A identischen Schnittpunkt von h^ 
und c,, so entspricht ihm in 15 die Dreiecksseite BC oder a; dem 
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Punkte AAj entsprechen also wirklich in v]j und vj zwei mit BC 
zusammenfallende Gerade a^ und a, und ebenso entspricht jedem 
anderen Eckpunkte des Dreiecks ABC seine Gegenseite doppelt. 
Dem Strahlenbüschel AÄ^ aber entspricht die Punktreihe a^a in 
doppelter Weise; und da dem Strahle bb^ dieses Büschels der Punkt 
Bj^B und dem Strahle cc, der Punkt C^C doppelt entspricht, so liegt 
der Büschel AA^ involutorisch zu der Punktreihe UiO {I, Abth. 
Seite 146). Jedem beliebigen Strahle des Büschels AA^ mnss 
also ein Punkt der Reihe a^a doppelt entsprechen; und ebeuso er- 
giebt sich, dass jedem Strahle der Büschel BB^ oder CC^ ein 
Punkt von b^b resp. c^c doppelt entspricht. Sei nun ein beliebiger 
Strahl j:>i oderj^inder Ebene gegeben, so schneidet dieser die Dreieeks- 
seiten in drei Punkten, welchen drei Strahlen der Büschel AA^, 
BBi und CCj doppelt entsprechen. Dem Strahle pip muss des- 
halb der Punkt PP^ doppelt entsprechen, in welchem jene drei 
Strahlen sich schneiden; die reciproken Felder liegen somit in der 
That involutorisch. 

Wir können die beiden involutorisch liegenden Felder als 
ein einziges Feld auffassen, in welchem jedem Punkte ein Strahl 
und jeder Punktreihe ein zu ihr involutorisch liegender Strablen- 
büsehel ,, zugeordnet" ist; wir nennen dieses Feld ein „polares Feld" 
oder ein ,, ebenes Polarsystem". Jeder Punkt des Feldes, welcher 
auf dem ihm doppelt entsprechenden oder zugeordneten Strahle 
liegt, soll ein „Ordnungspunkt", und 
dieser Strahl soll ein ,,0rdnung8- 
strahl" des Feldes genannt werden. 
Dann lässt sich beweisen: 

„Ein polares Feld hat entweder 
' keine oder unendlich viele 
„reelle Ordnungsponkte und Ord- 
,nungsstrahlen. Im letzteren 
, Falle ist der Ort dieser Punkte 
,und Strahlen ein Kegeischuitt ; 
, derselbe wird von den Ordnungs- 
, strahlen umhüllt und heisst die 
, Ordnungseurve des polaren 
„Feldes." 

Sei A {Fig. 16) ein Punkt des 
polaren Feldes, welcher auf dem ihm zugeordneten Strahle a liegt; 
dann muss jeder von A verschiedene Punkt B der Geraden a 
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ausserhalb des ihm zugeordneten Strahles b liegen, weil h durch 
A geht and von a verschieden ist. Weil ausserdem die Pankt- 
reihe b zu dem Büschel B und folglich zu einem Schnitte des- 
selben invoiutorisch liegt, so enthält sie ausser Ä noch einen 
zweiten Ordnungspunkt C {I. Abth. Seite 143). Das poiare Feld 
enthält also unendlich viele Ordnungspunkte, sobald ein solcher 
vorhanden ist. Lägen nun alle diese Ordnungspunkte in einer 
Geraden, so würde keineswegs auf einem beliebigen Strahle, wel- 
cher einen Ordnungspunkt Ä enthält, noch ein zweiter Ordnungs- 
punkt liegen; und erfüllten sie zwei Gerade, so würde einem be- 
liebigen Punkte A der einen Geraden ein Strahl a zugeordnet 
sein, welcher die andere Gerade in noch einem Ordnungspankte 
schnitte, während doch jeder Ordnungsstrahl a nur einen einzigen 
Ordnungspunkt A enthalten darf. Die Ordnungspunkte des Feldes 
liegen sonach (Seite 119) anf einer nicht zerfallenden Curve zweiter 
Orduung; diese aber wird von den Ordnungsstrahlen berührt, weil 
jeder Orduungsstrahl nur einen einzigen Ordnungspunkt mit der 
Curve gemein hat. 

Hieraus ergeben sich aufs Neue die polaren Eigenschaften 
der Curven zweiter Ordnung; zugleich aber erkennen wir die 
Möglichkeit polarer Felder, welche keine reellen Ordnnngscurven 
besitzen. Auch auf diese wollen wir nun die Bezeichnungen an- 
wenden, welche" wir früher bei der Untersuchung der Polarität 
von Curven zweiter Ordnung eingeführt haben. Namentlich soll 
im polaren Felde jeder Punkt der Pol seiner zugeordneten Ge- 
raden genannt werden, und umgekehrt jede Gerade die Polare 
ihres zugeordneten Punktes. Die Polaren der unendHeh fernen 
Punkte des Feldes heissen Durchmesser und gehen durch den 
Mittelpunkt des Feldes. Femer heissen zwei Punkte des Feldes 
conjugirt, wenn jeder auf der Polare des andern liegt, und zwei 
Strahlen, wenn jeder durch den Pol des andern geht. Endlich 
soll jedes Dreieck im polaren Felde, dessen Eckpunkte die Pole 
der gegenüber liegenden Seiten sind, von welchem also je zwei Eck- 
punkte und je zwei Seiten conjugirt sind, ein „Poldreieck" ge- 
nannt werden. 

„In einem polaren Felde sind dreifach unendlich viele Pol- 

,,dreiecke enthalten." 

Um nämlich ein Poldreieck ABC (Fig. 15) zu constrairen, kann 

man den ersten Eckpunkt Ä beliebig in dem polaren Felde und 

den zweiten B beliebig in der Polare des ersten annehmen, nur 
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dürfen A und B keine Ordnungspunkte seiu; in dem dritten Eck- 
punkte C schneideu sich dann die Polaren von Ä und B, uud 
AB ist folglich die Polare von C. Der Eckpunkt A kann zwei- 
fach und sodann kann B noch einfach unendlich viele Lagen an- 
nehmen; der Satz ist damit bewiesen. 

„Zwei beliebige Poldreiecke ABC und DEF eines polaren 

„Feldes sind einer Curve zweiter Ordnung eingeschrieben und 

„einer anderen umschrieben." 

Der früher (I. Abth. Seite 145} gegebene Beweis dieses Satzes 

gilt nämlich auch für den Fall, dass das polare Feld keine reelle 

Ordnungscurve hat. 

„Einem Kegelschnitte x^ können unendlich viele Poldreiecke 
„des polaren Feldes eingeschrieben werden, sobald ihm ein 
„solches Dreieck ABC eingeschrieben ist. Alle diese Poldrei- 
„ecke sind einem anderen Kegelschnitte x^ umschrieben." 
Sind nämlich D, E irgend zwei Punkte von x^, welche bezüglich 
des polaren Feldes conjugirt sind und folglich einem Poidreieck 
DEF desselben als Eckpunkte angeboren, so liegen die sechs Punkte 
A, B, C, D, E, F auf einer mit x^ identischen Curve zweiter 
Ordnung, und auch das Poldreieck DEF' ist demnach -a^ ein- 
geschrieben. Der im Satze erwähnte Kegelschnitt x\ ist die 
Polare von n" bezüglich des polaren Feldes. 

„Um in einer Ebene ein polares Feld zu bestimmen, kann 

„man in ihr ein beliebiges Dreieck ABC als Poldreieck an- 

„ nehmen und ausserdem einem Punkte Peine beliebige Gerade 

„p als Polare zuordnen (Fig. 15); nur darf P mit keiner Seite, 

„uud p mit keinem Eckpunkte des Dreiecks incident sein." 

Nämlich die beiden Felder, welche zusammen das polare Feld 

bilden, känuen und müssen reciprok so aufeinander bezogen werden, 

dasa den vier Punkten A, B, C, P des einen die reap. Geraden 

BC, CA, AB, p des anderen entsprechen; sie haben dann invo- 

lutorische Lage (Seite 119) und bilden zusammen das polare Feld. 

„Zwei Dreiecke ABC und DEF, deren sechs Eckpunkte auf 

„einer Curve zweiter Ordnung n" liegen, sind Poldreiecke eines 

„durch sie bestimmten polaren Feldes"; 

desjenigen nämlich, in welchem ABC ein Poldreieck und D der Pol 

von EF ist. Denn DEF ist von diesem Felde eines der übrigen der 

Curve )t^ eingeschriebenen Poldreiecke. Da alle diese Dreiecke einem 

anderen Kegelschnitte y.\ umschrieben sind, letzterer aber schon 

durch fünf Tangenten bestimmt ist, so ergiebt sich beiläufig noch: 



Hosted by 



Google 



Polare Felder. 123 

„Einem Kegelschnitte x^ können unendlich viele Tangent«n- 
„dreiecke eines anderen nj eingeschrieben werden, sobald ihm 
„ein solches eingeschrieben ist {Ponceiefc). Dieselben sind Pol- 
„dreiecke eines polaren Feldes, bezüglich dessen x* und x^ reci- 
„proke Polarcurven sind." 

Als „Potenz eines Kreises k im Punkte C" bezeichnet man 
bekanntlich das Produkt der beiden von C und k begrenten Ab- 
schnitte CQ, CQi einer Secante des Kreises. Dieses Produkt bleibt 
coQstant, wenn die Seeante um C sieh dreht; es ist Null, wenn C 
auf k liegt, negativ, wenn C innerhalb, und positiv, wenn C ausser- 
halb des Kreises liegt; im letzteren Falle ist die Potenz gleich 
dem Quadrate der von C im k gezogenen Tangente. Für polare 
Felder nun gilt folgender Satz von Faure: 

„Die Kreise fc, welche den Poldreieckeu eines polaren Feldes 
„umschrieben werden können, haben im Mittelpunkte M des 
,, Feldes gleiche Potenz, sehneiden also im Falle positiver Potenz 
„einen gewissen um itf beschriebenen Kreis rechtwinklig; in dem 
,, besonderen Falle einer parabohschen Ordnungscnrve des Feldes 
„liegen die Mittelpunkte der Kreise auf einer Geraden, der 
„Directrix der Parabel." 

Wir brauchen nur zu beweisen, dass diese Kreise k sich 
büschelweise in Punktepaaren schneiden, die auf je einem Dureh- 
messer des Feldes liegen; denn daraus folgt sofort, dass sie im 
Mittelpunkte M gleiche Potenz haben, und dass ihre Mittelpunkte 
im Falle der Parabel auf einer zu den Durchmessern normalen 
Geraden liegen, und zwar auf der Directrix, weil deren eonjugirte 
Punkte mit dem Brennpunkte rechtwinklige Poldreiecke bilden- — 
Ein beliebiger Punkt F des Feldes bildet mit je zwei conjugirten 
Punkten Q, Q^^ seiner Polare jj ein Poldreieck, auf p aber bilden 
die Paare conjugirter Punkte eine Involution, deren Centrum C 
mit P auf einem Durchmesser des Feldes liegt. Weil das Produkt 
der Abschnitte CQ und CQi constant ist (I. Abth. S. 153), so haben 
die den Poldreieeken PQQ^ umschriebenen Kreise gleiche Potenz 
in C; sie schneiden sich folglich ausser in P noch in demjen^en 
Punkte Pi des Durchmessers CP, dessen Abstand von C sich aus 
der Gleichung CP . CP^ = CQ . CQ^ ergiebt. Damit ist der 
Satz bewiesen. Diesen Beweis verdanke ich Herrn Study. 

Aus der Bestimmung eines polaren Feldes durch ein Pol- 
dreieck ABC und einen Punkt P und seine Polare j> können wir 
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,,In einer Ebene "^ giebt es fünffach onendiicli viele polare 

„Felder." 
Sind nämlich in t] die Geraden a und p gegeben, so können deren 
Pole A und P je zweifach unendlich viele Lagen in i] annehmen; 
zu jeder dieser Lagen von A und P aber gehören einfach unend- 
lich viele poiare Felder. Denn erst dann ist eines dieser Felder 
völlig bestimmt, wenn der Pol B einer beliebig durch A gelegten 
Geraden b irgendwo auf der Geraden a angenommen ist. Die 
Ordnungscurven dieser polaren Felder sind theils imaginär, theüs 
fallen sie mit den fünffach unendlich vielen Kegelschnitten der 
Ebene zusammen. 

„Hat ein polares Feld eine reelle Ordnungscurve, so schliesst 

„diese von jedem Poldreieeb ABC einen Eckpunkt ein und 

„die beiden anderen Eckpunkte aus." 
Liegt nämlich der Eckpunkt A innerhalb der Ordnungscurve, so 
liegen alle Punkte seiner Polare BG ausserhalb derselben; und 
liegt A ausserhalb der Curve, so wird diese von der Polare BC 
geschnitten, und je zwei conjugirte Punkte dieser Polare, wie z. B. 
B und C, sind folglich durch die Curve harmonisch getrennt, so 
dass der eine innerhalb, der andere ausserhalb der Curve liegt. 

um zu entscheiden, ob ein gegebenes polares Feld eine reelle 
oder eine imaginäre Ordnungscurve hat, brauchen wir hiemach 
nur zu untersuchen, ob zwei von den Seiten eines beliebigen Pol- 
dreiecks Ordnungspunkte enthalten oder nicht, oder was dasselbe 
ist, ob die Punktreihen, welche in diesen Seiten liegen, zu den 
ihnen zugeordneten S trab lenbüsch ein entgegengesetzt oder gleich- 
laufend projectiv sind (I. Äbth. Seite 142). Die Ordnungscurve 
ist nur dann imaginär, wenn die drei Strahlen, durch welche ein 
beliebiger Punkt P der Ebene aus je einem Eckpunkte des Pol- 
dreieeks projicirt wird, durch die jeweiligen übrigen beiden Eck- 
punkte getrennt sind von der Polare p des Punktes P. Der 
Mittelpunkt des polaren Feldes ist demnach im Falle einer ima- 
ginären Ordnungscurve von seiner unendlich fernen Polare ge- 
trennt durch alle eigentlichen Poldreiecke, und liegt innerhalb 
derselben. Die Aufgabe, von einem polaren Felde die Ordnungs- 
curve zu eonstruireu, gehört zu den Aufgaben zweiten Grades 
und ist leicht zu lösen mittels der Constructiou, durch welche von 
einer involutori scheu Punktreihe die Doppelpunkte gefunden werden. 

Wenn in einem polaren Felde i Wenn in einem polaren Felde 
zwei paar Gegenseiten eines voll- | zwei paar Gegeupuukte eines 
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atändigeii Vierecks ÄBCD aas vollständigen Vierseits aus eon- 
conjugirten Strahlen bestehen, jugirtenPunktenbestehen, sosind 
so sind auch die beiden übrigen auch die beiden übrigen Gegen- 
Gegenseiten eonjugirt (Hesse); punkte conjugirt (Hesse); das 
das Viereck heisst in diesem Falle Vierseit heisst dann ein „Polvier- 
ein „Polviereok" des polaren seit" despolarenFeldes und seiner 
Feldesund seiner Ordnungscnrve. Ordnungsenrve. (L Abth, S. 221), 
Nämlich die Polare des Eckpunktes A schneidet die drei paar 
Gegenseiten des Vierecks in einer Involution; weil sie aber die 
Pole der drei durch A gehenden Seiten enthält, so bestehen zwei 
und folglich alle drei Punktepaare dieser Involution aus conjugirten 
Punkten. Von jeder durch A gehenden Vierecksseifce liegt also 
der Pol auf der gegenüberliegenden Seite, wie der Satz (links) be- 
hauptet. — In dem polaren Felde ist jedem Polviereck ein Pol- 
vierseit zugeordnet; die Gegenpunkte dieses Vierseits liegen alle- 
mal auf je zwei Gegenseiten des Vierecks und sind deren Pole. 

Die Verbindungslinien der Eckpunkte A, B, C eines Dreiecks 
mit den Polen der gegenüberliegenden Seiten gehen durch einen 
Punkt D, welcher mit A, iJ, C ein Polviereck des polaren Feldes 
bildet. Durch drei beliebig angenommene Eckpunkte eines Pol- 
vierecks ist auf diese Weise der vierte bestimmt. Sind A und B 
conjugirt, so bilden sie mit D ein Poldreieck des Feldes. — Die 
Schnittpunkte der Seiten a, 6, e eines Dreiecks mit den Polaren 
der gegenüberliegenden Eckpunkte liegen auf einer Geraden d, 
welche mit a, b, c ein Polvierseit des polaren Feldes bildet, und 
drei beliebige Seiten eines Polvierseita bestimmen so die vierte.. 
Ein Poldreieck bildet mit einem beliebigen Punkte oder Strahle 
des polaren Feldes ein Polviereck resp. Polvierseit des Feldes. 

,, Durch ein einfaches ebenes Fünfeck ABCDE ist ein polares 
„Feld bestimmt, in welchem jede Seite des Fünfecks die Polare 
,,des ihr gegenüberliegenden Eckpunktes ist." 
Ist nämlich Fder Schnittpunkt von AB und CD, so können wir 
ADF als Poldreieek eines polaren Feldes auffassen, in welchem 
E der Pol von BC ist; in diesem völlig bestimmten polaren Felde 
sind A, B, C, D, E die Pole der ihnen gegenüberliegenden Füuf- 
ecksseiten CD, DE, EA, AB, BC, 

Projiciren wir ein polares Feld v] aus einem beliebigen Punkte S, 
welcher nicht in T|liegt, so erhalten wir einen „polaren Bündel". 
Jedem Strahle des Bündels S ist eine Ebene desselben als Polare 
zugeordnet, und umgekehrt jeder Ebene ein Strahl als Polstrahl. 
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Hat das polare Feld eine reelle Ordnungscurve, so wird dieselbe 
durch einen reellen Kegel zweiter Ordnung projicirt, welcher der 
„Ordnungskegel" des polaren Bündels genannt wird. Je zwei 
Strahlen oder Ebenen des Bändels sind conjugirt, wenn sie in 
Bezug anf den Ordnungskegel conjugirt sind, und umgekehrt. 

Jedes Polviereck oder Polviersejt des polaren Feldes wird aus 
S durch ein Polvierkant resp. Polvierseit des polaren Biindels proji- 
cirt. Zwei beliebige Paare conjugirter Ebenen des Bündels bilden 
i. k. zwei paar Gegenebeneu eines Polvierkants, von welchem auch 
die übrigen Gegenebeneu conjugirt sind; Analoges gilt von zwei 
paar conjugirten Strahlen. 

Unter den polaren Bündeln verdient der ,, rechtwinklige" oder 
„orthogonale" hervorgehoben za werden; in demselben ist jeder 
Strahl zu seiner Polarebene normal, und je zwei eonjugirte Strahlen 
oder Ebenen schneiden sich rechtwinklig. Der Durehmesserbündel 
einer Kugel wird ein rechtwinkliger, wenn jedem Durchmesser die 
ihm eonjugirte Durchmesserebene zugeordnet wird; sein Ordnungs- 
kegel ist der imaginäre Asymptotenkegel der Kugel. Von der 
unendlich fernen Ebene wird der Durchmesserbündel in einem 
polaren Felde geschnitten, dessen imaginäre Ordnungscurve als 
die Berührungslinie der Kugel und ihres Asymptotenkegels aufzu- 
fassen ist. Man pflegt diese Curve den unendlich fernen imaginären 
Kugelkreis zu nennen; sie und das polare Feld ändern sich nicht, 
wenn die Kugel durch eine andere Kugel oder der Durchmesserbündel 
durch einen anderen rechtwinkligen Bündel ersetzt wird, Ueber- 
haupt gehen durch den unendlich fernen Kugelkreis alle im Eaume 
denkbaren Kugein, und concentrische Kugeln berühren sich in ihm. 
Da zwei beliebige Poldreikante eines polaren Bündels einem 
Kegel zweiter Ordnung eingeschrieben und einem anderen ura- 
eehrieben sind (Seite 122), so ergiebt sich für den rechtwinkligen 
Bündel : 

„Zwei rechtwinklige Dreikaute eines Bündels sind einem Kegel 
„zweiter Ordnung eingeschrieben und einem anderen um- 
■ „schriehen. Einem Kegel zweiter Ordnung können unendlich 
„viele rechtwinklige Dreikante um- oder eingeschrieben werden, 
„sobald ihm ein solches Dreikant um- resp. eingesehrieben ist." 
In dem letzteren Falle heisst der Kegel gleichseitig (Schröter). 

Zwei paar normale Ebenen I Zwei paar normale Strahlen 
eines Bündels S bestimmen i. A. 1 eines Bündels S bestimmen i. A. 
als zwei paar Gegenebenen ein | als zwei paar Gegenkanten ein 
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Vierkant, von welchem auch die j Vierseit, tou welchem auch die 
übrigen beiden Gegenebeuen sich übrigen beiden Gegenkanten sich 
rechtwinklig schneiden. | rechtwinklig schneiden. 

Dasselbe ist nämlich ein Polvierkant resp. Polvierseit des recht- 
winkligen Bündels S. Da die Flächen und Kanten eines Tetra- 
eders zn den vier Ebenen und sechs Kanten eines Vierseits im 
Strahlenbündel parallel sind, so folgt aus dem Satze rechts: 
„Wenn zwei paar Gegenkanten eines Tetraeders ans normalen 
„Geraden bestehen, so kreuzen sich auch die übrigen beiden 
„Gegenkanten rechtwinklig." 
Die vier Hohen dieses Tetraeders liegen zu zweien in den sechs 
Ebenen, welche durch die sechs Kanten normal zu deren Gegen- 
kanten gelegt werden können. Sie sehneiden sieh also und gehen 
folglieh alle durch einen Punkt H, den Höhenpunkt des Tetraeders, 
Ein polares Feld ist einfach ausgeartet, wenn es entweder 
einen singuläreo Punkt S oder eine singulare Gerade u ent- 
hält (vgl. Seite 21, 22). 



Der singulare Punkt S ist 
allen Punkten des polaren Feldes 
conjugirt und vou allen Geraden 
desselben der Pol. Er ist der 
Mittelpunkt eines involutorischen 
Büschels conjugirter Strahlen, 
und zwar ist jeder Strahl dieses 
Büschels die Polare alier Punkte 
des conjugirten Strahles. Die 
Ordnungscnrve dieses ausge- 
arteten polaren Feldes „erster 
Speciea" zerfällt in die beiden 
reellen oder imaginären Doppel- 
strahlen des involutorischen Bü- 
schels S und hat den Punkt S 
zum „Doppelpunkt." 



Die singulare Gerade u ist 
allen Geraden des polaren Feldes 
conjugirt und von allen Punkten 
desselben die Polare. Sie ist der 
Träger einer involutorischen 
Reihe conjugirter Punkte, und 
zwar ist jeder Punkt dieser Reihe 
der Pol aller Strahlen des con- 
jugirten Punktes. Die Ordnungs- 
cnrve zweiter Classe dieses ausge- 
arteten polaren Feldes ,, zweiter 
Species" zerfällt in die beiden 
reellen oder imaginären Doppel- 
punkte der involutorischen Reihe 
u und hat die Gerade u zum 
„Doppelatrahl." 



Hosted by 



Google 



Vierzehnter Vortrag. 



Vierzehnter Vortrag. 

Conjective reciproke Räume. Räumliche Polarsysteme. 



Wir wollen nunmelir für reciproke Räume analoge Ünter- 
aucliungen ausführen wie die soeben für reciproke Felder beendigten. 
Doch möge der besondere Fall, in welchem jeder Punkt des einen 
Raumes auf der ihm entsprechenden Ebene des anderen liegt, für 
jetzt ausgeschlossen bleiben; derselbe wird den Gegenstand eines 
späteren (des 18.) Vortrages bilden. Abgesehen von diesem 
wichtigen Specialfalle ergiebt sich: 

„In zwei reciprokeu Bäumen S, Sj ist der Ort der Punkte, 
„welche auf ihren entsprechenden Ebenen liegen, eine reelle oder 
„imaginäre Fläche zweiter Ordnung; der Ort dieser Ebenen aber 
„ist ein zu der Fläche reciproker und auf zweifache Art per- 
„spectiver Ebenenbündel zweiter Ordnung. Die Fläche bann in 
„zwei (eventuell identische) Ebenen, und der Bündel zweiter 
„Ordnung kann in zwei Bündel erster Ordnung zerfallen." 
Ist nämlich ■<) eine Ebene von S, welche nicht durch deu 
entsprechenden Punkt i^^ von Sj geht, so erhalten wir in -q zwei 
reciproke Felder; das eine gehört zu S und das andere v]^ ist 
der Schnitt von v] mit dem entsprechenden Bündel E, von Sj, 
Die Punkte von t], welche in den ihnen entsprechenden Geraden 
von r^^ liegen, sind zugleich auf den ihnen entsprechenden Ebenen 
des Bündels E^ enthalten, und ihr Ort ist ein reeller oder ima- 
ginärer Kegelschnitt (Seite 119). Beiläufig ergiebt sich noch (vgl. 
Seite 118), dass die Träger der Punktreihen von t], welche zn den 
ihnen entsprechenden Strahlenbüscheln von ti^ und Ebenenbüscheln 
von Ef involutoriach liegen, i, A. einen Büschel G erster Ordnung 
bilden. — Ist ferner \ eine Ebene von 2, welche durch den ihr 
entsprechenden Punkt L^ von Sj geht, so enthält dieselbe Ebene, 
wenn wir sie zu S^ rechnen und mit ^l.^ bezeichnen, auch den ihr 
entsprechenden Punkt jlf von S; denn M liegt in \, weil JJ.^ durch 
iJi geht. Dem Strahlenbüschel M in X entspricht in [ij ein zu 
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ihm projectiver Büschel mit dem Ceiitmm L, ; diese Büschel aber 
erzeugen in der Ebene Xp^i einen Kegelschnitt, von welctem jeder 
Punkt P auf den ihm entsprechenden Ebenen der reciproken Räume 
liegt. Weil nämlich dnrch P zwei homologe Strahlen ^, ^j der 
Büschel M und L^ resp. der Räume S und Sj gehen, so liegt 
P als Punkt von p auf der ihm in S^ entsprechenden Ebene tc, 
von j?,. Der Ort der Punkte von S und S^, welche auf ihren 
entsprechenden Ebenen liegen, hat also mit der Ebene X wie mit 
der beliebigen Ebene v] einen Kegelschnitt gemein und ist deshalb, 
wie der Satz behauptet, eine Fläche zweiter Ordnung. 

In den projectiven Strahlenbü schein ij und M der Ebene \]x^ 
entsprechen dem gemeinschaftlichen Strahle L^M zwei Tangenten 
des von ihnen erzeugten Kegelschnittes; diese Tangenten aber 
schneiden sich im Pole G von L^M. Da nun jedem Punkte von 
L^M in Sj und 2 zwei durch jene Tangenten und somit durch 
<? gehenden Ebenen entsprechen, so sind in der Ebene \ alle durch 
G gehenden Geraden, und nur diese, die Träger von Punktreiheu, 
die zu ihren homologen Ebenenbüscheln involutorisch liegen. Auch 
in einer beliebigen Ebene ■») bilden die Träger so liegender Punkt- 
reiheu, wie vorhin bewiesen, i. A. einen Büschel erster Ordnung. 
Anderseits entsprechen einem beliebigen Punkte AB^, da wir ihn 
zu jedem der reciproken Räume 2, Sj rechneu können, i. A. zwei 
verschiedene Ebenen a,, ß, eine «j in Sj und die andere ß in 2; 
und nur diejenigen Strahlen des Punktes ABj_, welche die Gerade 
a,ß schneiden, sind Träger von Punktreihen, die zu ihren homo- 
logen Ebenenbüscheln involutorisch Hegen. Also: 

„In zwei reciproken Räumen bilden die Träger der geraden 

,,Puuktreihen, welche zu ihren entsprechenden Ebenenbuscheln 

„involutorisch liegen, i. A. einen linearen Strahlencomplex; 

„d. h. diejenigen unter ihnen, welche in irgend einer Ebene 

„liegen oder durch einen beliebigen Punkt gehen, bilden i. A. 

„einen Strahlenbüsehel erster Ordnung. Ebenso bilden die Axen 

„der enteprechenden Ebenenbüschel i. A. einen linearen Strahleu- 

„complex, welcher zu jenem in doppelter Weise reciprok ist."*) 

Eine Ausnahme erleidet der Satz, wenn die beiden reciproken 

Räume involutorisch liegen, d, h. wenn die beiden einem beliebigen 

Punkte entsprechenden Ebenen allemal zusammenfallen. Denn in 

*) Auf diese beiden linearen Complexe bat Herr E, Stnrm (Math, 
Annalen Bd. XIS S. 475) wohl zuerst aufmerksam gemacht. 
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diesem, gleich näher zu erörternden Falle liegt jede Punttreihe 
zu den ihr entsprechenden identischen Eben enbü sehein involutoriseli, 
falls sie nicht au enahnis weise mit deren Axe in einer Ebene liegt. 

Der lineare Complex der Träger jener Punktreihen enthält 
alle Strahlen eines ebenen Feldes aßi, wenn dieses zu einem und 
damit zu jedem der beiden ihm entsprechenden Bünde! A^ und £ 
involutoriseh liegt In diesem Specialfalle aber entsprechen den 
Ebenen des Büschels A^B die Punkte einer zu ihm involutorischen 
Geraden u von aßj in doppelter Weise. Jedes durch u gehende 
ebene Feld ■ySj hat folglich (Seite 119) zu seinem Schnitte mit den 
beiden ihm entsprechenden Bündeln C^ und D involu torische Lage, 
falls es nicht ausnahmsweise deren auf^^if liegende Mittelpunkte 
enthält; und der lineare Complex besteht in diesem besonderen 
Falle aus allen die Gerade u schneidenden Strahlen, der zn ihm 
reciproke aber aus allen Strahlen, welche A,B sehneiden. Hat 
nicht allein das Feld aß^ zu den ihm entsprechenden Bündeln A^ 
und B involutorisohe Lage, sondern sind letztere ausserdem con- 
centrisch, so haben die reeiproken Räume involutorische Lage, wie 
ohne Weiteres aus dem folgendeu Satze sich ergiebt. 

,, Zwei reciproke Räume S undS^ liegen involutoriseh, und ihre 
,,Correlation ist eine polare, wenn den Eckpunkten A, B, C, D 
,, eines Tetraeders von S die ihnen gegenüber liegenden Flächen 
„«j, ßi, Yi, 5, desselben Tetraeders in 2^ entsprechen." 
Zum Beweise dieses wichtigen Satzes ist zunächst zn bemerken, 
daas dem Schnittpunkte der Eheneu ß[, Yj, 8j, d. h, dem Punkte 
A von Si, auch in S die Ebene BCD oder a, entspricht; und 
ebenso entspricht jedem anderen Eckpunkte des Tetraeders die 
gegenüber liegende Seitenfläche in doppelter Weise. Daraus folgt, 
dasa das ebene Feld aj zu dem ihm reeiproken Bündel A invo- 
lutoriseh liegt; denn es hat (Seite 119) zu einem Schnitte desselben 
involutorische Lage. Jedem Punkte oder Strahle von «i (und 
ebenso von ßi, y, oder Sj) entspricht also eine Ebeue oder ein 
Strahl von A (resp. von .5, C oder D) in doppelter Weise. Und 
folglich muss jeder beliebigen Ebene, vrelche von «i, ß,, ff, 8, in 
irgend vier Geraden geschnitten wird, deqenige Punkt doppelt 
entsprechen, welcher aus A, B, C, D durch die entsprechenden 
vier Strahlen projicirt wird. 

Wir können die involutoriseh liegenden Räume S und 2j als ein 
einzigesSystem betrachten, in welchem jedemPunkteeineEbene, jeder 
Geraden eine Gerade doppelt entspricht oder zugeordnet ist Dasselbe 
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wird ein „räumliclies Polarsystem " geaannt, und jeder Punkt heisat 
der Pol der ihm zugeordneteu Ebene, jede Gerade oder Ebene heisst 
die Polare des ihr zugeordueten Strahles resp. Punktes. Wenn 
das Polarsystem Punkte enthält, die auf ihren Polarebenen liegen, 
so sind dieselben (Seite 128) auf einer Fläche zweiter Ordnung ent- 
halten, der sogenannten „ Ordnungsfläche " oder Directrix des Polar- 
systemes. Dass umgekehrt durch eine allgemeine Fläche zweiter 
Ordnung ein räumliches Polarsystem hestimmt wird, dessen Directrix 
jene Fläche ist, zeigen die Entwickelungen des sechsten Vortrages. 
Die dort (Seite 47) gegebene Definition conjugirter Punkte, Strahlen 
und Ebenen soll hinfort für jedes räumliche Polarsystem gelten, 
auch wenn es keine Orduungsfläche besitzt. 

Im räumlichen Polarsysteme soll ferner jedes Tetraeder, dessen 
Eckpunkte die Pole der gegen über liegeuden Seitenflächen sind, 
ein ,, Poltetraeder" genannt werden. Von einem Poltetraeder sind 
je zwei Eckpunkte, je zwei Ebenen und je zwei sich schneidende 
Kanten coujugirt, und seine Gegenkauten sind drei paar reciproke 
Polaren. 

,,Ein räumliches Polarsystem enthält unendlich viele polare 
„Felder, polare Bündel und Poltetraeder." 
"W^eil nämlich jeder Strahlenbüudel A, dessen Mittelpunkt ausser- 
halb des ihm zugeordneteu ebenen Feldes a liegt, zu letzterem 
reeiprok ist und involutorisch liegt, so ist die Ebene a der Träger 
eines polaren Feldes, in welchem jedem Punkte die ihm conjugirte 
Gerade zugeordnet ist; und ebenso ist A der Mittelpunkt eines 
polaren Strahlenbündels des räumlichen Polarsystemes. Jedes Pol- 
dreieck des polaren Feldes a wird aus dem Punkte A durch ein 
,, Poldreikant" des polaren Bündels projicirt, und bildet mit ihm 
ein Poltetraeder des räumlichen Polarsystemes. Da nun die Ebene a 
dreifach uueudHch viele Lagen annehmen kann und ihr polares 
Feld dreifach unendlich viele Poldreiecke enthält, so giebt es in 
dem räumlichen Polarsysteme sechsfach unendlich viele Poltetraeder. 

Jedes in dem räumlichen Polarsysteme enthaltene polare Feld a 
hat auch dann einen „Mittelpunkt" und „Durchmesser" sowie 
i. Ä. zwei sieh rechtwinklig schneidende „Äxen" und zwei reelle 
„Brennpunkte", wenn es keine reelle Ordnungscurve besitzt. Dem 
Mittelpunkte ist in a die unendlich ferne Gerade zugeordnet, jedem 
Durchmesser aber ein unendlich ferner Punkt von a. Die Dureh- 
messer von a sind paarweise conjugirt und bilden eine Involution, 
deren Äxen zugleich diejenigen des polaren Feldes sind. Die beiden 

9* 
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Brennpunkte von a sind die Mittelpunkte rechtwinkliger Strahlen- 
invoktionea des Feldes und können auf der Hauptaxe desselben 
ganz ebenso wie in dem Falle einer reellen Ordnungscnrve con- 
struirt werden (I, Abth. Seite 156); wenn sie zuaammenf allen, so 
bat das polare Feld alle seine Durchmesser zu Äxen und kann 
ein eirculäres genannt werden, weit in diesem Falle seine Ordnungs- 
curve ein reeller oder imaginärer Kreis ist. 

Im räumlichen Polaraysteme hat jeder polare Bündel A, mag 
nun sein Ordnuugskegel reell oder imaginär sein, drei zu einander 
normale „Hauptaxen", welche paarweise conjugirt sind und ein 
rechtwinkliges Poldreikant des Bündels bilden (vgl. S. 53); die 
Verbindungaebenen dieser Hauptaseu sind die drei „Symmetrie- 
Ebenen" des Bündels, und jede von ihnen hat die zu ihr normale 
Hauptaxe zum Polstrahle bezüglich des Bündels. Der polare Bündel 
enthält ausserdem in einer seiner drei Symmetrie-Ebenen zwei reelle 
Focalaxen (I. Äbth. S. 183); zwei Ebenen, die in einer solchen 
Focalaxe sich rechtwinklig schneiden, sind allemal conjugirt be- 
züglich des Bündels und des Polarsystemes. Die beiden Focalaxen 
fallen nur dann zusammen, wenn der Bündel unendlich viele Haupt- 
axen und Symmetrieebenen hat, also ein „rotatorischer" ist, die 
Focalaxe ist in diesem Falle die „ Rotationsaxe " des Bündels und 
seines Ordnungskegels, und der polare Bündel ändert sich nicht 
durch Drehung um diese Axe. Die Ordnungsfläche des räumlichen 
Polarsystemes enthält die Ordnungscurven aller seiner polaren 
Felder und ist den Ordnungskegeln aller seiner polaren Bündel 
eingeschrieben. 

Das Polarsystem hat unendlich viele „Durchmesser" und 
,, Durchmesser-Ebenen"; dieselben haben unendlich ferne Polaren 
resp. Pole, und gehen alle durch den Pol der unendlich fernen 
Ebene. Liegt dieser Pol des Unendlichen selbst uneudHch fern, 
so ist die Orduungsfläche des Polarsystemes , ein Paraboloid; im 
anderen Falle heisst jener Pol der „Mittelpunkt" des Polarsystemes 
und seiner Ordnungsfläche, und letztere ist entweder imaginär oder 
ein EUipBoid oder Hyperboloid. Die Hauptaxen und Symmetrie- 
Ebenen des polaren Durebmesserbüudels sind im letzteren Falle 
zugleich diejenigen des Polarsystemes und seiner Orduungsfläche. 
,,Ein räumliches Polarsystem hat demnach i. A. drei Symmetrie- 
„ Ebenen, die sieh in dem Mittelpunkte und zu zweien in den 
,,drei Hauptaxen des Polarsystemes rechtwinklig schneiden, und 
„mit der unendlich fernen Ebene ein Poltetraeder des Polar- 
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„systemes bilden. Ein Paraboloid and sein Polarsystem haben 
„i. A. nur zwei Symmetrie-Ebenen, welche in der Haiiptase des 
„Paraboloides sich rechtwinklig schneiden. Ein rotatorisches 
„Polarsystem jedoch hat alle dnreh seine Rotationsaxe gehenden 
„Ebenen zu Symmetrie- Ebenen. Der Pol jeder Symmetrie-Ebene -y 
„liegt in den zu -y normalen Geraden unendlich fern. Durch 
„Spiegelung an einer seiner Symmetrie-Ebenen oder Hauptaxen 
„wird ein Polarsystem in sich selbst transformirt nnd nicht 
„geändert." 
Wenn ein Polarsystem alle seine Durchmesser-Ebenen zu Symmetrie- 
Ebenen hat, so ist es ein „sphärisches" und bat eine reelle oder 
imaginäre Kugel zur Ordnungsfläche. 

„Wird ein Tetraeder AB CD als Poltetraeder angenommen, 

„und irgend einem Punkte E, der auf keiner Ebene des Te- 

„traeders liegt, eine durch keinen Eckpunkt gehende Ebene s 

„als Polare zugeordnet, so ist dadurch ein räumliches Polar- 

,, System bestimmt." 

Denn wir können zwei Ränme reeiprok so auf einander beziehen, 

dass den fünf Punkten A, B, C, D, E des einen die resp. Ebenen 

BCD ^ a, CDA = ß, BAB ^ y, ABC= 5 und % im anderen 

entsprechen (Seite 25). Die beiden Räume liegen alsdann in- 

volutorisch (Seite 130) und bilden zusammen das Polarsystem. — 

Wenn jede der sechs Ebenen, durch welche E aus den Kanten 

des Tetraeders ABCD projicirt wird, von s getrennt ist durch 

die beiden Eckpunkte der resp. Gegeukante, so ist die Ordnungs- 

fläehe des Polarsystemes imaginär; im anderen Falle dagegen ist 

sie, wie leicht einzusehen, reell (vgl. Seite 124). Der Mittelpunkt 

eines Polarsystemes mit imaginärer Ordnungsfläche ist demnach von 

seiner unendlich fernen Polarebene getrennt durch jedes eigentliche 

Poltetraeder des Systemes; er liegt innerhalb des Tetraeders. 

Eiu Tetraeder, dessen vier Höhen sich schneiden, bestimmt 
als Poltetraeder eine reelle oder imaginäre Kugel, und seine Gegen- 
kanten kreuzen sich demnach rechtwinklig. Denn die vier Höhen 
gehen, weil sie nicht in einer Ebene liegen, alle durch einen 
Punkt H; weisen wir aber diesem Punkte die unendlich ferne 
Ebene als Polare zu, so erhalten wir ein Polaraystem mit vier zu 
den Tetraederflächeu parallelen Symmetrie- Ebenen, dessen Ordnungs- 
fläche eine Kugel ist. Der Höhenpunkt H ist der Mittelpunkt der 
Kugel, er liegt auch auf der Linie des kürzesten Abstandes von 
je zwei Gegenkanten, und das Produkt seiner Abstände von zwei 
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Gegenkanteii oder von einer Fläche und dem gegenüberliegenden 
Eckpunkte des Tetraeders ist gleich dem Qnadrate des Kugelradius. 
Die Kugel wird versehwindend klein, wenn H mit einem Eck- 
punkte zusammeafälit; in diesem Fa\Ie schneiden sich drei Tetraeder- 
kauten rechtwinklig iu .ff. Unter den oc* Poltetraedem eines 
räumlichen Polarsystemea giebt es i. Ä. ^»s', deren Gegenkanten 
sich rechtwinklig kreuzen und deren Höhen sich folglich schneiden; 
ein beliebiger Punkt ist von oc^ dieser Tetraeder ein Eckpunkt, 
wie nähere Untersuchung zeigt. 

Eine Regelfläche zweiter Ordnung hat mit jeder Ebene eines 
zugehörigen Poitetraeders einen reellen Kegelschnitt gemein, und 
trennt folglich einen der drei in der Ebene liegenden Eckpunkte 
des Tetraeders von den beiden übrigen (Seite 124). Sie schneidet 
zwei paar Gegenkanten des Tetraeders und trennt die beiden 
übrigen Gegenkauten, welche sie nicht schneidet, von einander; 
denn wenn eine Gerade die Regelfläehe und damit vier Strahlen 
derselben schneidet, so musa ihre Polare dieselben vier Strahlen, 
also auch die Eegelfläche schneiden. — Eine nicht geradlinige, reelle 
Fläche zweiter Ordnung schliesst von jedem ihrer Poltetraeder 
einen Eckpunkt ein und die drei übrigen aus; sie schneidet die 
drei durch den ersteren Eckpunkt gehenden Kanten des Tetraeders, 
nicht aber deren Gegenkanten. Denn die Polarebene eines von 
ihr ausgeschlossenen Eckpunktes Ä schneidet die Fläche in der 
Berübrungseurve des von A an sie gehenden Tangentenkegels, 
diese Curve aber und damit die Fläche schliesst noch zwei der 
übrigen drei Eckpunkte aus und den letzten ein. Auch liegt die 
Polare einer die Fläche schneidenden Geraden in den Berührungs- 
Ebenen der beiden Schnittpunkte, also ganz ausserhalb der Fläche. 
„Es giebt neunfach unendlich viele räumliche Polarsysteme 

„und (als deren Ordnungsflächen) neunfach unendlich viele 

„Flächen zweiter Ordnung." 
Sind nämlich die Ebenen a und e gegeben, so können deren Pole 
A und ßjeder dreifach unendlich viele Lagen annehmen; zu jeder 
dieser Lagen aber gehören dreifach unendlich viele räumliche 
Polarsysteme. Erst dann ist eines derselben völlig bestimmt, wenn 
noch zu einer durch Ä gelegten Ebene ß der Pol B beliebig in 
der Ebene a und von einer durch AB gelegten Ebene f der Pol C 
beliebig in der Geraden aß augenommen wird. Die Punkte A, B, C 
bilden mit dem Schnittpunkte D ihrer Polaren a, ß, y ein Pol- 
tetraeder dieses Polarsystemes, in welchem E der Pol von s ist. 
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Das polare Feld in der Ebene s, welches zu diesem räum- 
liehea Polarsysteme gehört, ist durch den Schnitt der "Ebene mit 
dem vollständigen räumlichen Fünfeck ABCDE völlig bestimmt. 
Denn jede der zehn Kanten AB, AC, . . ., J)E dieses Fünfecks 
ist in dem räumlichen Polarsysteme der ihr gegenüberliegenden 
Fläche CDE, BDE, . . ., ABC conjugirt, und je zwei Gegen- 
Elemente des Fünfecks gehen deshalb durch zwei einander zuge- 
ordnete Elemente des polaren Feldes. Also: 

„ Die zehn paar Gegenelemente (Kanten und gegenüberliegenden 
„ Flächen) eines räumlichen Fünfecks werden von einer beliebigen, 
,, durch keinen Eckpunkt gehenden Ebene in zehn paar einander 
„zugeordneten Elementen (Polen nnd Polaren) eines polaren 
„Feldes geschnitten." 

Die Schnittfigur besteht ans 10 Punkten und 10 Geraden; 
auf jeder der Geraden liegen drei von den 10 Punkten, und durch 
jeden von diesen gehen drei von den 10 Geraden. Projicirt man 
drei von den Eckpunkten des Fünfecks aus den beiden übrigen 
auf die Schnittebene, so erhält man zwei perspective Dreiecke, 
und überzeugt sich leicht, dass die Conflguration der 10 Punkte 
und 10 Geraden identisch ist mit einer früher beschriebenen 
(T. Abth. Seite 5), Das von vier der fiinf Eckpunkte gebildete 
Tetraeder wird von der Ebene in einem Polvierseit des polaren 
Feldes geschnitten (vgl. Seite 125); seine Projeetion in der Ebene 
aus dem fünften Eckpunkte ist ein Polviereck des Feldes, und 
zwar gehen die sechs Seiten dieses Polvierecks durch die sechs Eck- 
punkte jenes Polvierseits. 

Zwei Ebenenbüschel mit nicht eonjugirten Axen sind projectiv, 
wenn jeder Ebene des einen die ihr coujugirte Ebene des anderen 
entspricht (vgl. Seite 48). Sind ABCD und EFGH zwei 
Poltetraeder eines räumlichen Polarsystem es, so ist demnach 
AB(CDaH) TT E~F(DCJIGy, denn z. B. den Ebenen ABC und 
ABU sind die resp. Ebenen EFD und EEG conjugirt, weil D 
und ^die Pole von ^ßCund EEG sind. Danun gF(J>CJf(?)X 
E_F(CDGH) ist (I. Abth. Seite 144), so ergiebt sich AB{CDGH) — 
'EF{GDGH), oder: 

„Die Eckpunkte von zwei beliebigen Poltetraedern eines räum- 
,, liehen Polarsystemes können mit je zwei nicht eonjugirten 
„Kanten der Tetraeder durch eine geradlinige Flache zweiter 
„Ordnung verbunden werden." 
Die verschiedenen, durch die acht Eckpunkte gehenden 
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Fläeheü zweiter Ordnung haben i. A. nur diese acht Punkte 
gemein. 

„Wenn eine Fläche F^ zweiter Ordnung einem Poltetraeder 
„ABCD eines räumlichen Polarsyatemes umschrieben ist, so 
„können ihr dreifach aueudlich viele Poltetraeder desselben ein- 
„geschriehen werden." 
Zunächst nämlich liegt iu der Polarebene a. des Eckpunktes A 
ein polares Feld, welches in dem Polarsysteme enthalten ist und 
BCD zum Poldreieck hat; der Scbuittcurve x^ von a und F^ aber 
können ausser BCI) noch unendlich viele Poldreiecke dieses Feldes 
eingeschrieben werden (8. 122), die mit A je ein Poltetraeder des 
Polarsystemes bilden. Wie A, so gehören auch die übrigen Eck- 
}raukte dieser cc^ Tetraeder zu je oc^ der Fläche F^ einge- 
schriebenen Poltetraedern, und es können folglich oc^ Poltetraeder 
so der Fläche F^ eingeschrieben werden, dass auf dem Kegel- 
schnitte x* je einer ihrer Eckpunkte liegt. Weil aber die übrigen 
oo^ Eckpunkte dieser Tetraeder ebenso wie A von je fx>^ der 
Fläche eingeschriebenen Poltetraedern Eckpunkte sind, so können 
der Fläche F^ überhaupt cc" Polt«traeder des Polarsystemes ein- 
geschrieben werden. 

,, Diese oo^ Poltetraeder sind der Fläche #^ zweiter Classe uni- 
,, schrieben, welche der Fläche F^ in dem Polarsysteme als 
„Polare zugeordnet ist." 

Aehnlich wie der vorhergehende Satz lässt sieh der folgende 
mit Hülfe eines analogen früheren (Seite 123) beweisen: 

„Einer Fläche F^ zweiter Ordnung können oo^ Tetraeder so 

„eingeschrieben werden, dass ihre Ebenen eine gegebene Fläche 

,,$^ zweiter Classe berühren, sobald ein solches Tetraeder 

„ existirt. Diese Tetraeder sind Poltetraeder eines räumlichen 

,, Polarsystemes, in Bezug auf welches F^ und $^ reciproke 

„Polaren sind." 

Die Kanten der ac^ Poltetraeder schneiden F^ in zwei conjugirten 

Punkten des Polarsystemes und bilden einen (quadratischen) 

Strahleneomplex. Der Complex enthält jede Gerade, welche F^ und 

die Ordnungsfläche des Polarsystemes in zwei sieh harmonisch 

trennenden Punktepaaren schneidet, 

„Die Kugeln x, welche den Poltetraedem eines räumlichen 
,, Polarsystemes umschrieben werden können, haben im Mittel- 
„ punkte M desselben gleiche Potenz, schneiden also im Falle 
,, positiver Potenz eine gewisse um M beschriebene Kugel recht- 
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„winklig; in dem besonderen Falle einer paraboloidisclieii Ord- 
„nangsfläche liegen die Mittelpunkte der Kugeln x auf einer zu 
.,deu Durchmessen! normalen Ebene" (Faure). 
Wir brauchen nur zu beweisen, dass die Kugeln x sich bündel- 
weise in Panktepaaren schneiden, die auf je einem Durchmesser 
liegen; denn daraus folgt sofort der Satz. Ein beliebiger Punkt P 
nun bildet Poltetraeder des Polarsystemes mit unendlich vielen 
Punktetripeln, diese Tripel aber sind Poldreiecke eines polaren 
Feldes in der Polarebene von P, und die ihnen umschriebenen 
Kreise haben im Mittelpunkte Cdes Feldes gleiche Potenz (S. 123). 
Dieselbe Potenz haben im Punkte C die oc^ Kugeln, welche P 
mit diesen Kreisen verbinden, oder welche jenen Poltetraedem um- 
schrieben sind. Wird nun auf der Geraden CP, welche ein Durch- 
messer des Polarsystemes ist, ein Punkt Pj so bestimmt, dass das 
Produkt der Abschnitte CP und CP^^ jene Potenz ist, so ist Pj 
ebenso wie P ein gemeinsamer Punkt der oc^ Kugeln; w. z. b. w. 
Ein räumliches Polarsjstem ist einfach ausgeartet, wenn es 
entweder einen singuläreu Punkt S oder eine singulare Ebene "r] 
enthält (vgl. S. 32 und 127). In dem einfach ausgearteten Polar- 
systeme erster Species ist der singulare oder „Doppelpunkt" S von 
allen Ebenen des Raumes der Pol und allen Punkten conjugirt. 
Er ist der Mittelpunkt eines polaren Bündels von eonjugirten 
Strahlen und Ebenen, und zwar ist jede Ebene dieses Bündels S 
die Polare aller Punkte des ihr in S zugeordneten Strahles, und 
letzterer ist Polstrahl aller Strahlen der Ebene. Die Ordnungs- 
fläche dieses ausgearteten Polarsystemes ist der reelle oder imaginäre 
Ordnungskegel des Bündels S, also einfach singulär; das Polar- 
system selbst läuft auf dasjenige dieses Kegels oder auf den polaren 
Bündel hinaus. 

In dem einfach ausgearteten Polarsysteme zweiter Species, 
welches dem soeben besprochenen reciprok ist, hat die singulare 
oder „ Doppel ebene " 15 jeden Punkt des Baumes zum Pole. Sie ist 
der Träger eines polaren Feldes von eonjugirten Strahlen und 
Punkten, auf welches das räumliebe Polarsystem hinausläuft, und 
dessen Ordnungscurve die (einfach singulare) Ordnungsfläche des 
Systemes ist. Jeder Punkt des Feldes T] ist der Pol aller Ebenen 
des ihm in ■») zugeordneten Strahles. 

Ein zweifach singuläres räumliches Polarsystem läuft (Seite 34) 
entweder auf eine Ebeneninvolution u hinaus, oder auf eine Punkt- 
involution V, oder auf eine Strahleninvolution S in einer Ebene t\\ 
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seine Orduungsfläche reducirt sich dementsprechend entweder auf 
die beiden reellen oder imaginären Doppelebcnen von u oder auf 
die Doppelpunkte von v, oder auf die Doppelstrahlen von S, Zwei 
Strahlen sind reeiproke Polaren, wenn sie mit irgend zwei zuge- 
ordneten Elementen der betreffenden Involution incident sind, und 
unter derselben Bedingung sind ein Punkt und eine Ebene Pol 
und Polare. In dem zweifach singulären Polarsysteme dritter 
Species ist der Doppelpunkt S Pol aller Ebenen und die Doppel- 
ebene 7] Polare aller Punkte des Raumes; eine Ebene, welche 
durch einen Strahl der Involution S geht, ist Polare aller Punkte 
des zugeordneten Strahles von S. In dem zweifach singulären 
Polarsysteme erster Species, welches demjenigen zweiter Species 
reciprok ist, hat die Doppelgerade u jede beliebige Gerade zur 
Polare, und ein beliebiger Punkt von u ist von jeder Ebene des 
Raumes der Pol; eine Ebene der Involution u aber ist von allen 
Punkten der zugeordneten Ebene die Polare. 

Die Ordnungsfläche eines dreifach singulären Polarsystemes 
erster oder zweiter Species reducirt sich auf eine zweifache Ebene, 
resp. einen zweifachen Punkt. 



Fünfzehnter Vortrag. 

Der Äxencomplex eines ränmliGhen Polarsystemes. 
Coaxiale Flächen zweiter Ordnung. 



Zu den Hauptaxen und Symmetrie- Ebenen eines räumlichen 
Polarsystemes gelaugten wir durch die Untersuchung conjugirter 
Ebenen und Strahlen, die sich rechtwinklig schneiden. Dieselbe 
Untersuchung wird uns im nächsten Vortrage weiter führen zu 
den Focalcurven und Focalaxen des Polarsystemes und zu den 
wichtigsten Eigenschaften confocaler Flächen zweiter Classe. Vor- 
her aber wollen wir den „Äxencomplex" des räumlichen Polar- 
systemes und seiner Ordnungsfläche erörtern, nämlich den Comples 
der Geraden, welche ihre reciproken Polaren rechtwinklig kreuzen 
oder schneiden. Dieser Complex ist zu sich selbst polar, denn 
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seine Strahlen sind paarweise reciproke Polaren bezüglich des 
Polarsysteme8. Von zwei reeiproken Polaren e, e^ gehört i. Ä. 
keine dem Äxencomples an, und nur dann jede, wenn sie zu der 
andern normal ist. Im letzteren Falle geht durch e^ eine zu e 
rechtwinklige Ebene, deren Pol auf e liegt. 

Jede Gerade e, welche zu der Polarebene s eines anf ihr 
liegenden Punktes E normal ist, gehört zu dem AKeneomplexe des 
Polarsystemes ; denn ihre Polare e^ liegt in s und ist folglieh zu e 
normal. Ich nenne die Gerade e eine „Äxe" des Polarsystemes 
und seiner Ordnungsfläche, E ihren „Pol", s ihre „conjugirte 
Normalebene ", und den Punkt ee ihren ,,Fnsspunkt"; von der 
Ebene s ist e der „conjugirte Normalstrahl". Das räumliche 
Polarsystem hat dreifach unendlich viele Äxen, denn jeder Punkt 
ist der Pol, und jede Ebene ist die conjugirte Normalebene von 
einer dieser Axen. 

Der Asencomplex ist mittelst der Pole und conjngirten Normal- 
ebenen seiner Axen sowohl auf den Punktranm als auch auf den 
Ebenenraum projectiv bezogen oder ,, abgebildet." Mehr als einen 
Pol haben nur die Hauptaxen des Polarsystemes und ihre unendlich 
fernen Polaren; jede derselben hat nämlich unendücb viele Pole 
und unendlich viele conjugirte Normaiebenen. Wenn von einer 
Äse der Fusspunkt mit dem Pole zusammenfällt, so schneidet die 
Axe in diesem Punkte die Ordnungsfläche des Polarsystemes recht- 
winklig. Ueberhaupt gehören alle Normalen einer Fläche zweiter 
Ordnung zu dem Äxencomplexe der Fläche; ihre Fusspunkte sind 
zugleich ihre Pole. 

Wenn zwei Normalen einer Fläche zweiter Ordnung in einer 
Ebene s liegen, so ist die Verbindungslinie e, ihrer beiden Fuss- 
punkte eine Axe der Fläche, und umgekehrt.*) Denn die Be- 
rührungsebenen dieser Punkte schneiden sich in einer zu e und e^ 
normalen Geraden e, und diese ist die Polare von e^ ; im umge- 
kehrten Falle aber geht durch e^ eine zur Polare von e^ normale 
Ebene, welche alle mit «j conjugirten Ebenen und insbesondere die 
Berühr angs ebenen der beiden auf gj liegenden Punkte der Fläche 
rechtwinklig schneidet, also die Normalen dieser Punkte enthält. 

Im räumlichen Polarsysteme giebt es zu einer Ebene e i. A. 
nur einen conjugirten Normalstrahl e; derselbe geht durch den 



*) Dieaes acheint zuerst Herr E. Waelsch bemerkt zn haben (Sitzu 
berichte der Wiener Akad. d. Wiisensch. XCV, Märzheft 1887). 
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Pol TOn e und ist zu t normal, er ist eine Axe des Polarsystemes 
nnd in ihm achneiden sich i. A. alle zn s conjugirten Normalebenen. 
Jedoch einer Symmetrie-Ebene des Polarsystemes sind alle ihre 
Normalen conjugirt; und die nnendlieh ferne Ebene hat jedeü 
Durchmesser des Polarsystemes zum conjugirten Kormalatrahl. Zu 
dem Axencompiexe gehören demnach alle Durchmesser des Polar- 
systemes und deren nneüdlich fernen Polaren, alle Normalen der 
Symmetrie-Ebenen und alle in den Symmetrie-Ebenen liegenden 
Geraden. Jede Hanptaxe des Polarsystemes und jede Polare einer 
solcheu ist ein „ Doppel strahl " des Axencomplexes ; ein beliebiger 
ihrer Punkte kann als ihr Pol oder als ihr Fusspnubt angesehen 
werden. 

Der Äxencomplex enthält die Axen jedes polaren Feldes des 
räumlichen Polarsystemes und die Äsen jedes Kegelschnittes der 
Ordnungsfläcbe ; denn die Polare e^ einer solchen Ase c geht 
durch den Pol von e bezüglich des Feldes oder Kegelschnittes 
{Seite 45) und ist folglieb zu e normal. Legen wir durch eine 
Axe e eine Ebene parallel zu deren Polare e^, so enthält diese 
Ebene i. A. ein polares Feld des Polai'systemes ; Ton diesem Felde 
aber und seiner Ordnnngscurve ist e eine Axe, weil der Pol von e 
bezüglich des Feldes unendlich fem liegt in der zu e normalen 
Geraden e^. Wird eine Axe e von ihrer Polare e, geschnitten, 
so berühren e und e^ die Ordnungsfläche im Punkte ee,; der 
Kegelschnitt der Fläche, als deren Äsen e und e^ betrachtet werden 
können, reducirt sich in diesem Falle auf zwei reelle oder imaginäre 
Gerade der Fläche, die Doppelstrablen einer Involution reciprok- 
polarer Tangenten, und die Axen e, e^ halbiren die beiden von 
diesen Geraden gebildeten Nebenwinkel. 

Auch die drei Hauptasen jedes polaren Bündels des Polar- 
systemes gehören zu den Axen des Systemes; denn weil sie sich 
rechtwinklig sehneiden und conjugirt sind, so liegt die Polare 
einer jeden von ihnen in der Ebene der beiden andern und kreuzt 
jene Hauptaxe rechtwinklig. Die Fusspunkte der drei Hauptaxea 
fallen in dem Mittelpunkte des Bündels zusammen. 

„Der Axeucomplex eines räumlieben Polarsystemes uud seiner 
„Ordnungsfläcbe enthält demnach alle Geraden, welche ihre 
,, Polaren rechtwinklig kreuzen oder schneiden, die conjugirten 
„ Normaistrahlen aller Ebenen, die Verbindungslinien der Fuss- 
„punkte von je zwei sich schneidenden Normalen der Ordnungs- 
,, fläche, die Axen aller Kegelschnitte der Fläche und die Hanpt- 



Hosted by 



Google 



Der Aiencomples eines Polarsyatemes. 141 

„axen aller ihrer Tangentenkegel ; überhaupt die Axen der 
„polaren Felder und die Haiiptasen der polaren Bündel des 
„ Polarsystemes. Insbesondere enthält der Axencomplex alle 
„Normalen der Ordnuiigsfläche, alle Durchmesser, alle unendlich 
„fernen Geraden und alle zu einer Symmetrie-Ebene normalen 
„oder in ihr liegenden Geraden. Die Axen sind paarweifie 
„reciproke Polaren bezüglich des Polarsystemes." 

Der unendlich ferne Pol einer Symmetrie-Ebene y ist von 
allen zu 7 normalen Axen der Pol; der Mittelpunkt des Polar- 
systemes oder im Falle des Paraboloides dessen Berührungspunkt 
mit der unendlich fernen Ebene ist der Pol aller Durchmesser. 
Weun eiu Pol beliebig in einer Symmetrie-Ebene y oder unendlich 
fern liegt, so gilt das Gleiche von seiner zugehörigen Axe, weil 
seine Polare zu 7 normal resp. eine beliebige Durehmesserebene ist, 
„Ein beliebiger Punkt P ist von einer Axe der Pol und im 
,, Allgemeinen von drei sich rechtwinklig schneidenden Axen 
„der Fusspunkt." 
Diese drei Axen sind die Hanptaxen'des polaren Bündeis P, wenn der 
Punkt nicht auf der Ordnungsfläche liegt (S. 140). Ist dagegen P 
ein Punkt der Fläche, so ist seine Normale eine der drei Axen, 
welche P zum Fusspunkte haben, und die beiden anderen sind 
die Axen der Involution reciprok-polarer Tangenten des Punktes. 
Ist diese Involution rechtwinklig oder ist in dem anderen Falle 
der polare Biiiidel P eiu rotatorischer, also sein Ordnungskegel ein 
Rotationskegel, so giebt es ausser der Normalen bezw. der Rotations- 
ase n einen Büschel von Axen, deren Fusspunkt P ist; dieselben 
schneiden n rechtwinklig in P. 

Alle Ebenen, deren conjugirte Normalatrahleu in einer be- 
liebigen Ebene e liegen, sind zu e normal und eonjugirt; sie gehen 
folglich durch den conjugirten Normalstrah! e der Ebene e. Nun 
bilden aber in e die Pole der durch e gehenden Ebenen und die 
unendlich fernen Punkte der Normalen dieser Ebenen zwei zum 
Büschel e projective Punktreiben e^ und m, diese aber erzeugen 
i. A. einen parabolischen Strahle üb üschel zweiter Ordnnng, welcher 
aus den in e liegenden Äsen des Polarsystemes besteht. Die 
Polaren dieser Axen gehen durch den Pol E von e, sind ebenfalls 
Axen und liegen i. A. auf einem Kegel zweiter Ordnung. Daraus 
folgt mit Rücksiebt auf den vorhergehenden Satz: 

,,Die Axen des Polarsystemes und seiner Orduungsfläche F^ 
„ bilden einen Strahlencomplex, dessen Kegel und Strahlenbüschel 
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von der zweiten Ordnung sind, und welcher deshalb ein 
quadratischer Complex oder ein Complex zweiten Grades ge- 
nannt wird," 

„Die in einer Ebene s liegenden Axen umhüllen i. A. eine 
die Symmetrie-Ebenen berührende Parabel. Ihre eonjngirten 
Normalebenen, gehen durch eine Äxe e, und ihre Pole liegen 
auf einer Tangente e^ der Parabel ; höchstens zwei von ihnen 
sind zu der Ordnungsfläche F" normal, und zwar in den Schnitt- 
punkten von F' mit e,. Die von den Symmetrie-Ebenen und 
den Polen begrenzten Abschnitte dieser Axen stehen zu ein- 
ander in Constanten Verhältnissen (I, Abth, S, 90). Wenn 
zwei Axen in einer Ebene e liegen, so ist die Verbindungs- 
linie ihrer Pole eine Axe, nämlich die Polare des conjugirten 
Normal strahl es e von s." 

„Die durch einen Punkt E gehenden Axen liegen i. A. auf 
einem gleichseitigen Kegel zweiter Ordnung; derselbe enthält 
einen Durchmesser des Polarsystemes und von jeder Symmetrie- 
I Ebene desselben eine Normale. Weil die Axen in E sich 
schneiden, so liegen ihre Pole zu zweien alleraal auf einer 
Axe. Der Ort dieser Pole ist i. Ä. eine Raumeurve dritter 
Ordnung, deren Sehnen nach dem vorhergehenden Satze lauter 
Axen sind und welche demnach aus jedem ihrer Punkte durch 
einen gleichseitigen Asenkegel zweiter Ordnung projicirt wird. 
Die cubische Poleurve ist partieller Schnitt von je zwei solchen 
.Kegeln; sie enthält den Punkt E, die Pole der Symmetrie- 
Ebenen und der unendlich fernen Ebene und diejenigen Punkte 
der Ordnungsfläche F^, deren Normalen durch E gehen."*) 

„Die Symmetrie-Ebenen und die unendbch ferne Ebene heissen 
.Hauptebenen, ihre Pole heissen Hauptpunkte des Axen- 
complexes; sie bilden das Haupttetra§der des Complexes, wenn 
das Polarsystem einen Mittelpunkt hat. Alle Strahlen der 
, Hauptebenen und der Hauptpunkte sind Axen und gehören 
izu dem Axeneomplexe. Die Kegel und cubischeu Polcurven des 
, Äxencomplexes sind dem Haupttetraeder umschrieben; die von 



*) Die Normalen einer Fläche zweiter Ordnung bilden, wie man hieraus 
Bchliesaen kann, eine Congruenz zweiter Claase aechster Ordnung, d. b, in 
einer beliebigen Ebene liegen höchstena zwei und durch einen l 
Pnnkt gehen höchstens secha Normalen der Fläche. 
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„seinen Strahlenbüscheln umhüllten Parabeln sind dem Haupt- 
„tetraeder eingeschrieben." 

Der parabolische Strahl enbüsehel, welchen die in der Ebene s 
liegenden Axen bilden, zerfällt in zwei Strahlenbüschel erster Ord- 
nung, wenn die ihn erzeugenden Panktreihen e^ und ii perspective 
Lage haben; in diesem besonderen Falle aber ist die Polarebene 
des unendlich fernen Punktes von e^ normal zu der Geraden e^ 
und folglich eine zu e normale Symmetrie-Ebene des Polarsystemes. 
Daraus ergiebt sieh; 

„Wenn die Ebene e zu einer Symmetrie-Ebene y normal ist, 
„so bilden die in ihr gelegenen Axen einen Büschel paralleler, 
„zu Y normaler Strahlen und einen anderen Büschel, dessen 
„Mittelpunkt in 7 liegt; die Pole dieser Axen liegen in einer 
,,zu y normalen Geraden e^." 

„Durch einen Punkt einer Symmetrie-Ebene y gehen zwei 
„Büschel von Axen; der eine liegt in fi der andere in einer 
i,zu Y normalen Ebene. Die Pole der Axen dieses letzteren 
„Büschels liegen in einer zu 7 normalen Geraden." 

Dieser besondere Fall wird zur Eegel, wenn das Polarsystem 
mehr als drei, also unendlich viele Symmetrie- Ebenen liat. Wir 
schliesaen dieses rotatorische Polarsystem und damit die Rotations- 
flächen zweiter Ordnung von jetzt an aus von unserer Untersuchung. 
Die Axenkegel, deren Mittelpunkte auf einer zu 7 normalen 
Geraden n liegen, schneiden dem letzten Satze zufolge die Symmetrie- 
Ebene Y in einer und derselben Curve, und zwar in einer gleich- 
seitigen Hyperbel. Zu jeder anderen Symmetrie-Ebene ist eine 
Asymptote dieser Hyperbel parallel und die andere normal; der 
Punkt «Y und der Pol des Unendlichen liegen auf der Hyperbel. 
Noch ein besonderer Fall tritt ein, wenn die zu der Ebene 
6 coDJugirten Normalebenen parallel sind, ihre Pole also in s auf 
einem Durchmesser liegen; denn in diesem Falle sind die conju- 
girten Normalstrahlen dieser Ebenen in e gleichfalls parallel. Wir 
schliessen daraus: 

„Die in einer Durchmesser-Ebene liegenden Axen bilden einen 
„Büschel paralleler Strahlen und einen Durchmesserbüschel. 
„Alle Axen von gegebener Richtung liegen in einer Durchmesser- 
,, Ebene, und ihre Pole liegen auf einem Durehmesser." 
Ihre conjugirten Normalebenen sind nämlich parallel. Die Axen- 
kegel der Punkte eines Durchmessers werden demnach von paral- 
lelen Strahlen gebildet; sie gehen durch einen und denselben 
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unendlich fernen Kegelschnitt and berühren sich in dem Durch- 
messer; ihre cuhisehen Polciirven liegen auf einem Kegel oder 
Cylinder zweiter Ordnung, dessen Erzeugende Durchmesser sind. 
Die von Äsen eingehüllten, in parallelen Ebenen liegenden Parabeln 
sind Schnitte eines Kegels oder Cy linders, dessen Strahlen aus 
Durchmessern desPolarsyst^mes bestehen ; die Pole dieser Axen liegen 
in einer Berührungsebene des Kegels oder Cylinder8 (S. 142, 143). 
Wenn eine Ebene sieh um ihre Schnittlinie mit einer Symmetrie- 
Ebene y dreht, so beschreibt die in ihr enthaltene Axen-Pai-abel 
i, A. einen zu y normalen parabolischen Cylinder; denn jede Tan- 
gente der Parabel beschreibt um ihren Schnittpunkt mit '( einen 
Axenbüschel, dessen Ebene zu y normal ist. Also: 

,,Die Axen, welche eine Symmetrie- Ebene y in den Punkten 

„einer Geraden g schneiden, berühren i. Ä. einen zu y normalen 

„parabolischen Cylinder, und ihre Pole liegen (S. 142, 143) in einer 

„Berührungsebene des Cy linders. Wenn aber die Gerade g zu 

„einer zweiten Symmetrie-Ebene yj normal ist, so sehneiden 

„diese Axen zugleich eine iu y^ liegende und zu y normale 

„Gerade g^, bilden somit eine lineare Congmenz; und ihre Pole 

„liegen (S. 143) iu einer zu der Hauptase yy, normalen Ebene." 

In letzterem Falle nämlieh ist jeder Schnittpunkt von einer der 

Axen mit der Ebene yj der Mittelpunkt eines Äxenbüschels, dessen 

Ebene .zu y, normal ist und folglieh durch ff geht, und Analoges 

gilt von ihrem Schnittpunkte mit y. Alle von g und g^ geschnittenen 

Geraden gehören deshalb zu dem Axeneomplex. 

Fällt mau aus den Schnittpunkten einer Äxe e mit den beideo 
Symmetrie-Ebenen y und y^ Perpendikel auf die Hauptaxe yy^, 
so erhält man zwei in dieser Weise zusammengehörige Gerade g 
und g,. Dieselben besehreiben in y und yj zwei projective ParalJel- 
strahlenbüschel, wenn die Axe e in einer Durchmesser-Ebene einen 
Büschel paralleler Äsen beschreibt; und zwar stehen die Abstände 
der Geraden g, g^ vom Mittelpunkte des Polarsystem es in con- 
atantem Verhältniss zu einander, und wenn kein Mittelpunkt exi- 
stirt, 80 haben g und ^, von einander einen unver ander liehen 
Abstand. Daraus schliessen wir: 

„Die Abschnitte, welche die drei Symmetrie -Ebenen eines 
„Ellipsoides oder Hyperboloides auf jeder Äxe desselben be- 
„ grenzen, stehen zu einander in constantem Verhältniss. Pro^ 
„jicirt man jede Ase eines Paraboloides rechtwinklig auf die 
„beiden Symmetrie-Ebenen desselben, so begrenzen die beideij 
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„ Projectionen auf der Hanptase einen Abschnitt von constanter 
„ Länge." 
Ueberhaupt ändert der Axenconiplex eines Paraboloides sich nicht, 
wenn er in der Richtung der Hauptase verschoben wird; und 
tvansformirt man den Axencomplex eines Ellipsoides oder Hyper- 
boloides vom Mittelpunkte aus in einen ähnlichen nnd ähnlich 
liegenden Complex, so ist dieser mit ihm identisch, indem jede 
Äxe und ihr Pol in eine andere Axe nnd deren Pol übergehen. 
Aehnliche, concentrisch nnd ähnlich liegende Ellipsoide oder Hyper- 
boloide haben demnach denselben Axencomplex und weisen jeder 
Axe einen und denselben Pol zu; das Gleiche gilt von eongruenten 
Faraboloiden, welche durch eine zur Hauptaxe parallele Schiebung 
zur Deckung gebracht werden können. 

,,Der Axencomplex eines räumlichen Polarsystemes ist völlig 
„bestimmt und construirbar, wenn seine Symmetrie-Ebenen 
„gegeben sind nebst irgend einer Axe e, die keine Hauptaxe 
„schneidet oder rechtwinklig kreuzt." 
Bringt man nämlich die Axe e zum Durchschnitt mit zwei Symmetrie- 
Ebenen Y, Yi und fällt man aus den Schnittpunkten die Perpen- 
dikel g, g, auf die Hauptaxe yy^, so gehören alle mit g und g^ 
ineidenten Geraden zu dem Axencomplexe. Von diesen Geraden 
liegt in jeder Durchmessser-Ebene h eine, zu welcher dann alle 
übrigen in S liegenden Axeu, die keine Durchmesser sind, parallel 
laufen. Da nun jede Äxe auf irgend einer Durchmesser-Ebene liegt, 
so kann mau auf diese Art zu ihr gefangen und so den ganzen 
Axencomplex constrairen. 

Wir können nunmehr den folgenden wichtigen Satz beweisen: 
„Ein gegebener Axencomplex ist in zweifach unendlich vielen 
„räumlichen Polarsystemen enthalten; oder es giebt zu einer 
„gegebenen Fläche zweiter Ordnung doppelt unendlich viele 
„coaxiale, d. h. solche Flächen zweiter Ordnung, die denselben 
„Axencomplex haben, wie die gegebene." 
Der Axencomplex sei wie vorhin gegeben durch die Symmetrie- 
Ebenen und eine Axe e; weisen wir dann einem Punkte E von e 
eine zu e normale Ebene s als Polare zu, so ist dadurch und durch 
die Symmetrie-Ebenen ein Polarsystem bestimmt, welches e zar Axe 
hat und folglich den gegebenen Axencomplex enthält. Denn wenn 
der Complex drei Symmetrie-Ebenen hat, so bilden diese mit 
der unendlich fernen Ebene ein Poltetraeder, welches mit E und 
dessen Polare e das Polarsystem festlegt (Seite 133). Sind dagegen: 
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nur zwei Symmetrie- Ebenen y, y, vorhanden, so ist die Ordnuiigs- 
fläche des Polaraystemes eiu Paraboloid nnd kann folgend er massen 
construirt werden. Das Paraboloid halbirt die zur Hauptaxe yTi 
parallele und von E and s begrenzte Strecke und wird in dem 
Halbirungspunkte P von einer zu e parallelen Eigene tc berührt. 
Es wird ferner von den beiden durch P gehenden, zu y und y, 
parallelen Ebenen in Parabeln geschnitten, deren Axen in resp. 7, 
nnd T liegen, und welche in P die Ebene x berühren ; diese Parabeln 
aber sind völlig bestimmt nnd leicht construirbar. Endlich geht 
das Paraboloid auch durch den Gegenpunkt P, von P bezüglich 
der Hauptaxe yy^. Durch den Punkt P-^ und die beiden Parabeln 
aber kann auf bekannte Art eine einzige Fläche zweiter Ordnung 
gelegt werden (Seite 38); diese genügt allen Bedingungen und 
ist ein Paraboloid, weil sie gleich den beiden Parabeln in dem 
unendlich fernen Pun.kte der Hauptaxe von der unendiieh fernen 
Ebene berührt wird. 

Da auf der Axe e sowohl der Pol E als auch der Fusspunkt e'i. 
in unendlich vielen verschiedenen Lagen willkürlich angenommen 
werden können, so gehört der Axencomplex zu doppelt unendlich 
vielen Flächen zweiter Ordnung. Wenn e's mit E zusammenfällt, 
so schneidet die zugehörige Fläche die Axe e rechtwinklig im 
Punkte E. Von den coaxialen Flächen zweiter Ordnung gehen 
durch einen beliebigen Punkt P unendlich viele; denn jede durch P 
gehende Axe wird in P von einer der Flächen rechtwinklig 
geschnitten. Die Berührungs-Ebenen dieser Flächen im Punkte P 
umhüllen i. A. einen Kegel zweiter Ordnung, weil die durch P 
gehenden Äsen i. A, einen gleichseitigen Kegel bilden. 

„Die Pole einer beliebigen Ebene s bezüglich der coaxialen 

1, Flächen zweiter Ordnung liegen in einer zu £ normalen Durch- 

„ messe r- Ebene s^, nnd von unendlich vielen jener Flächen wird e 

„in je einem Punkte der Geraden sSi berührt. Die coaxialen 

„Flächen haben mit der Ebene t Kegelschnitte gemein, deren 

„ Axen eine Parabel umhüllen (Seite 1 42), und deren Mittelpunkte 

,,aaf E£j, der Directrix der Parabel, liegen." 

Nämlich jede Normale, weiche auf die Ebene e aus einem ihrer Pole 

gefällt werden kann, ist eine Axe der Flächen, und da diese Normalen 

gleiche Richtung haben, so liegen sie in einer Durch messer-Ebeue Sj 

(Seite 143). Weil die Ebene Ej zu econjugirt ist bezüglich der coaxialen 

Flächen, so enthält sie von deren Schnittearven mit s die Mittelpunkte. 

Alles üebrige ergiebt eich sofort aus bekannten Sätzen. 
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Anmerkung zur Geschichte dieses Äxencomplexes. 

Iq der Vorrede zu der ersten Auflage dieses Buches (Hai 
1868) glaubte ich „vor Allem die Lehre von den Strahlencomples 
welche durch collineare Räume erzeugt werden," als mein g 
Eigenthum ansprechen zu dürfen. Insbesondere hob ich hervor, 
dass die Axeu der Kegelschnitte, die' auf einer Fläche zweiter 
Orduung liegen, einen so erzeugten quadratischen Complex bilden, 
und dass die Vertheilung dieser Axen im Räume in diesem Buche 
zuerst untersucht werde. Seitdem aber ist den französischen 
Mathematikern Chasles und Binet die Priorität bezüglich des Äxen- 
complexes der Fläche zweiter Ordnung zugeschrieben worden, 
meines Erachtens mit Unrecht. 

Die Angabe des Herrn Darboux (im Bulletin des sciences 
mathematiques et astronomiques, I. Serie T. II. p. 41), dass sein 
Landsmann Chasles in der Note XXXI seines „Apercu hiatori- 

que des Metbodes eu Geometrie" (Bruxelles 1837; S, 413 

der deutschen Uebersetzung) diesen Axencomplex zuerst studirt 
habe, beruht namüch auf einem Irrthum. Chasles begründet a. a. 0. 
die Theorie der confocalen Flächen zweiten Grades iiud ihrer Poeal- 
curven eingehend, ohne jedoch ihren Axencomplex zum Gegen- 
stand seiner Untersuchung zu machen oder ihn auch nur zn defi- 
niren. Der fruchtbare Gedanke Plücker's, die gerade Linie als 
Raumelement aufzufassen, wurde erst 28 Jahre später entwickelt 
und lag Chasles 1837 wohl noch recht fern. Allerdings stellt 
Chasles a. a. 0. gelegentlich den Satz auf, dass die durch einen 
Punkt gehenden oder aber in einer Ebene liegenden Normalen 
der confoealeu Flächen einen Kegel zweiter Ordnung bilden bezw. 
einen Kegelschnitt umhüllen; über den Complex der Normalen 
aber sagt er in der 16 Quartseiten umfassenden inbaltreichen 
Note Nichts, er bemerkt nicht einmal, dass jener Kegelschnitt eine 
Parabel ist und die Symmetrie-Ebenen berührt. 

Auch die Angabe von Clebsch („Zum Gedächtniss von Julius 
Plücker", Göttingen 1872, S. 27), dass Binet bereits 1811 eine 
collineare Umformung des tetraedralen Complexes, nämlich den 
Complex der Normalen confocaler Flächen zweiter Ordnung, unter- 
sucht habe, muss ich als eine irrthümüche bezeichnen. Binet be- 
weist (s. das Journal de l'Ecole polytechniqne. Gab. 16, 1813) 
lediglich, dass die Hauptträgheitsaxen eines Körpers für einen 

10* 
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beliebigeu Punkt zusammenfallen mit den Normaleu von drei durch 
den Punkt gehendeu confocalen Fläebeu zweiter Ordnung, die 
einer bestimmten Fläcbenscliaar angehören; über den Coraplex der 
Normalen aber aagt Binet nicbt ein Wort, er kennt nicht einmal 
die obigen, später von Chasles entdeckten Satze. 

Mit gleichem Rechte wie Binet und Chasles könnte Jacob 
Steiner als Entdecker des tetraedralen Strahlen com plexes bezeichnet 
■werden; denn er stellt schon 1832 in seiner „Systematischen Ent- 
wickeluDg" (Anhang No. 15) eine Aufgabe, deren Lösung dieser 
Complex ist. Aber auch ihm war der Begriff eines Strahleneom- 
plexes und die Vertheilung seiner Strahlen im Räume noch ganz 
nnklar; nimmt er doch a. a. 0. als selbstverständlich an, dass die 
betreffenden cc^ Strahlen eine krumme Fläche berühren! 

Möbius ist meines Wissens der erste, der sich von einem 
Strahlen complexe einen klaren Begriff, eine deutliche Anschauung 
gebildet hat (1833 in Greile's Journal 10 S. 317), and zwar von dem 
linearen Complexe. Nach Möbius besteht ein linearer Complex ans 
den Leitstrahlen eines Nullsystemes oder aber aus den Geraden, 
in Bezug auf welche das Moment eines gegebenen Kräftesystemes 
Null ist. Fast alle bekannten Eigenschaften des linearen Com- 
plexes verdanken wir Möbius; dagegen hess Chasles, welcher 1837 
das Nullsystem auf's Neue entdeckte, den Complex der Leitstrahlen 
ganz unbeachtet. Bekanntlich hat Flacker zuerst die Complexe 
höheren Grades definirt und insbesondere die linearen und qua- 
dratischen Strahlencomplexe (1865—68) analytisch untersucht; von 
ihm rührt auch der Name „Complex" her. 



Sechzehnter Vortrag. 

Die Focalcurven eines räumlichen Polarsystemes. 
Confocale Flächen zweiter Classe und ihre Focalaxen. 



Zu den Brennpunkten und den Focal-E igen Schäften eines Kegel- 
schnittes gelangten wir geradesweges, indem wir seine Beziehungen 
zu normalen Strahlen der Ebene aufsuchten. Wir erinnern nur 
daran, dass je zwei conjugirte Strahlen eines Brennpunktes sich 
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rechtwiuklig schneiden; ferner, dass je zwei normale Strahlen der 
Ebene die Brennpunkte harmonisch trennen, wenn sie conjngirt 
sind, und umgekehrt; endlich, dass die Pole einer Geraden g bezüglich 
coufocaler Kegelschnitte in einer zu g normalen Geraden liegen. 

Wir gelangen in analoger Weise zu den Pocaleurven und 
den Focal- Eigenschaften eines räumlichen Polarsystemes und seiner 
Orduungsfläche, die eine beliebige Fläche zweiter Ordnnug ist, 
indem wir deren Beziehimgen zu normalen Ebenen und Strahlen 
des Raumes aufsuchen. Dass dabei die Symmetrie-Eheneu des 
Polarsystemes resp. der Fläche eine wesentliche ßolle spielen werden, 
ist schon wegen ihrer Analogie mit den Äsen eines Kegelschnittes 
und auch deshalb anzunehmen, weil eine Symmetrie-Ebene zu 
allen ihr conjagirten Strahlen und Ebenen normal isir.- Polarsysteme 
mit mehr als drei Symmetrie-Ebenen und Rotationsflächen sowie 
Kegel zweiter Ordnung schliessen wir von unserer Untersuchung ans. 

Sei wieder s eine beliebige Ebene und e ihr conjugirter Normal- 
strahl, d. h. das auf die Ebene aus ihrem Pole £" gefällte Perpen- 



dikel (Pig 17). Bringen wir dann e und e in der Geraden j) und 
dem Punkte P zum Durchschnitt mit einer Symmetrie-Ebene y 
des räumlichen Polarsystemes, so gehen durch P die eonjugirten 
Normalstrahlen von alleu durch ^i gelegten Ebenen. Denn wenn 
wir einerseits die Pole dieser Ebenen aiis dem Punkte Pprojiciren, 
andererseits aus P Normalen auf die Ebenen fällen, so erhalten wir 
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zwei zu dem Ebenen büschel p projective Strahleiibiischel, welche den 

Strahl e und zwei zu resp. Y und p normale Strahlen entsprechend 

gemein haben und folglich identisch sind. Der Büschel P besteht also 

aus lauter Axen des Polarsystemes (Seite 139), und da er mit 

dem Ebenenbüschel j) einen Kreis erzeugt, so ergiebt sich beiläufig: 

„Die Fusspunkte der Äsen, welche eine Symmetrie-Ebene y in 

„einem Punkte P schneiden, liegen auf einem durch P gehenden 

„Kreise; derselbe schneidet die zu P gehörige Gerade _p und zu- 

„gleieh die Symmetrie-Ebene 7 rechtwinklig, und sein Mittel- 

„punkt liegt in y." 

Wie zu p der Punkt P, so gehört zu jeder Geraden 3 der 
Symmetrie-Ebene y ein Punkt Q von y in der Weise, dass die 
conjugirten Normalstrahlen aller durch q gelegten Ebenen in Q 
sich schneiden. Nun ist aber leicht einzusehen, dass Q die Gerade p 
beschreibt, wenn q um den zu p gehörigen Punkt P sich dreht, 
und dasa folglich die Geraden p, q, . . . den Punkten P, ^, . . . in 
einem polaren Felde als Polaren zugeordnet sind. Denn (Fig. 17) 
der conjugirte Normalstrahl einer durch e gehenden Ebene eq liegt 
mit der Polare von e in der Ebene e und schneidet y in einem 
Punkte Q der Geraden ey oder p. Also: 

„Eine Symmetrie-Ebene y des räumlichen Polarsystemes wird von 

,, jeder Ebene e und ihrem conjugirten Normalstrahle e in zwei zu- 

„geordneten Elementen (Polare und Pol) eines polaren Feldes ge- 

„schnitten, von welchem jede in y liegende Hauptaxe des Polar- 

„systemes eine Ase ist. Die drei Hauptaxen eines polaren Bündels 

„des Systemes sowie diejenigen eines beliebigen Tangentenkegels 

„seiner Ordnungsfläche schneiden die Symmetrie-Ebene in einem 

„Poldreieek dieses Feldes" (vgl. Seite 140). 

Wir nennen die Ordnungscurve dieses polaren Feldes y eine Focal- 

curve oder einen Focalkegelschnitt und ihre Punkte Focal- 

. punkte des Polarsystemes und seiner Ordnungsfläche.*) 

Auch die unendlich ferne Ebene hat mit jeder Ebene v und 
ihrem conjugirten Normalstiahle e zwei zugeordnete Elemente 
(Polare und Pol) eines polaien Feldes gemein, dasselbe wird aus 

*) Chasles hat zuerst (in der noch heute wichtigen Note XXXI seines 
„Aperen historiqne sur l'origine et le döveloppement des Möthodeo en G^o 
mftrie", Brus. 18S7; 3. Aufl. Pana ISTi & 8&4— 3991 de obige Herleitung 
der rocalourven ohne Bewei'j angegehen und die wii,ht)g=ten bekannten 
Focalei gen Schäften der Flächen zweiter Ordnung unter Hinweieung ftnf die 
analogen Eigenschaften der h. egelschnitte dirius getolgirt 
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eiuem beliebigen Puukte (5arch einen rechtwinkligen Bündel pro- 
jteirt, nnd seine imaginäre Ordnaugscurve ist der unendlieh ferne 
Kugelkreis (S. 126). Diese Ordnnngscurve kann als eine (uneigent- 
licbe) Foealcurve jedes räumlichen Poiarsystemes und seiner Ord- 
rungsfläche betrachtet werden. 

Ist die Ordnungsfläche ein Paraboloid, bü ist in dem polaren 
Felde Y die unendlich ferne Gerade dem unendlich fernen Punkte 
der Hauptaxe zugeordnet, und die Foealcurve in -y wird folglich 
eine Parabel. 

„Ein elliptisches oder hyperbolisches Paraboloid bat demnach 
„zu Focalcurven zwei Parabeln; diese liegen in den beiden 
„ Symmetrie- Ebenen des Paraboloides und habeu dessen Haupt- 
„axe zur Axe." 

Wenn andererseits das räumliche Polarsystera und seine Ord- 
uungsfläche einen Mittelpunkt haben, so besitzen sie drei Symmetrie- 
Ebenen und in ihnen drei Focalcurven. Nun theilen aber diese 
drei Ebenen und die unendlich ferne Ebene den Raum in acht 
rechteckige Räume, welche alle bis auf einen, E, von der beliebig 
angenommenen Ebene j geschnitten werden; gerade dieser eine 
Banm E aber wird von dem zu s conjugirten Normalstrahl e ge- 
schnitten, weil die unendlich fernen Elemente von s und e durch die 
Symmetrie-Ebenen von einander getrennt sind {S. 124). Die Gerade e 
hat mit der Begrenzung des Raumes E ausser ihrem unendlich 
fernen Punkte nur einen eigentlichen Punkt gemein, und in der- 
jenigen Symmetrie-Ebene, welche diesen Punkt enthält, ist die 
Foealcurve imaginär, während die übrigen beiden Symmetrie- 
Ebenen je eine reelle Foealcurve enthalten (Seite 124). Also: 
„Das räumliche Polarsystem mit Mittelpunkt und seine Ordnungs- 
„fläche haben zwei reelle Focalcurven und ausser dem nnend- 
,,lich fernen Kugelkreise noch eine imaginäre Foealcurve, Die 
„Axen dieser drei Focalcurven fallen mit je zwei Hauptasen, 
„des Polarsystemes zusammen." 

Zu jeder Ebene s des Raumes kann der eonjogirte Normal- 
strabl e construirt werden, sobald eine eigentliche Foealcurve des 
räumlichen Polarsystemes oder das polare Feld Y dieser Curve ge- 
geben ist; man bestimme in y den Pol der Geraden ys und fälle 
von diesem Pole die Normale e auf die Ebene £. Der Pol der 
Geraden ys ist zugleich Pol der Ebene e bezüglich der Foeal- 
curve, wie sofort einleuchtet, wenn man letztere als das Reciproke 
eines Kegels zweiter Ordnung, d. h. als eine singulare Flache 
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zweiter Classe auffasst. Diese singulare Fläche tritt hier an die 
Stelle einer gemeinen, nämlich der Ordnungsfläche des räumlichen 
Polarsystemes ; die Construetion des conjugirten Normalstrahles 
bleibt im Uebrigen dieselbe wie früher (Seite 139). 

„ Die Foealcurven sind völlig bestimmt, und zu jeder Ebene kann 
„sonach der conjugirte Normalstrahl conatruirt werden, wenn die 
„ Symmetrie- Ebenen des Polarsystemes und eine beliebige Ebene e 
,, nebst ihrem conjugirten Normalstrahle e gegeben sind." 
Denn wenn drei Symmetrie-Ebenen vorhanden sind, so wird jede 
derselben von den übrigen und der unendlich fernen Ebene in 
den Seiten eines Poldreiecks der Pocalcurve geschnitten, ausser- 
dem aber von e und s in einem Punkte P und seiner Polare p 
bezüglich dieser Curve; das polare Feld der Focalcurve und diese 
selbst sind aber damit völlig bestimmt. Sind nur zwei Symmetrie- 
Ebenen vorhanden, so ist dereu Schnittlinie a die Axe der beiden 
Focalparabeln; von den polaren Feldern dieser Parabeln ist ausser- 
dem wie vorhin je ein Punkt F nebst seiner Polare p bekannt. 
Die Parabel balbirt aber die zu ihrer Axe a parallele, von P und p 
begrenzte Strecke und wird in dem Halbirungspnnkte Hvon einer 
zu p parallelen Geraden h berührt; sie ist durch H, h und die 
Axe a bestimmt und kann leicht constmirt werden. Unser Satz 
ist damit bewiesen, 

Das räumliche Polarsyatem ist nicht ausreichend bestimmt, 
wenn seine Symmetrie -Ebenen und eine beliebige Ebene s nebst 
ihrem conjugirten Normalstrahle e gegeben sind; erst wenn auf e 
der Pol E von e beliebig angenommen wird, ist es ein völlig und 
eindeutig bestimmtes (S, 145). Wird der Pol E auf e verschoben, 
so ändern sich das Polarsystem und seine Ordnungsfläche; seine 
Focalcnrven aber ändern sich nicht, jeder Ebene bleibt ein und 
derselbe conjugirte Normalstrahl zugewiesen, und auch der Axen- 
complex des Polarsystemes bleibt ungeändert, da er ja aus den con- 
jugirten Normalstrahlen aller Ebenen des Raumes besteht. Pur „con- 
focale" Flächen zweiter Classe, d. h. für solche, welche eine gemein- 
same eigentliche Focalcurve haben, ergeben sich hieraus die Sätze: 
„Zu einer beliebigen Fläche zweiter Classe giebt es nnend- 
„lich viele confocale; dieselben haben mit ihr alle Focalcurven 
„und den Axencomplex gemein, und weisen Jeder Ebene einen 
„und denselben conjugirten Normalstrahl zn. Die Focalcnrven 
„gehören als singulare Flächen zweiter Clasae zu der Schaar 
„confocaler Flächen" (s. oben). 
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,,Die Pole einer beliebigen Ebene s bezüglich der confocalen 
„Flächen liegen alle anf dem mit e conjugirten Normalstrahle e; 
„dieser ist eine gemeinsame Axe der Flächen. Die Ebene wird 
„von einer der Flächen berührt, nnd zwar im Fusspunkte ez 
„dieser Axe." 

„Die confocalen Flächen zweiter Classe weisen also jeder 
„Axe e einen and denselben Fnsspunkt zn; und jede Axe ist 
„in ihrem Fusspunkte zu einer der Flächen normal. Der 
„Äxencomplex der confocalen Flächen besteht aus deren Nor- 
„ malen." 
Die Hauptaxen sind in jedem ihrer Pnnbte zu einer der confocalen 
Flächen normal. 

Die Pole E, E^ einer Ebene » in Bezug auf zwei der con- 
focalen Flächen beschreiben, wenn s einen Ebenen-Raum S durch- 
läuft, zwei zu S reciproke und folglich zu einander collineare 
Punkträume; zugleich beschreibt der zu e conjugirte Normal- 
strahl EE^ oder e den Äxencomplex jener Flächen. Also: 

„ Der Äxencomplex einer Fläche zweiter Classe kann durch 
„zwei collineare Räume erzeugt werden, welche den Mittel- 
„punkt der Fläche und die Pole ihrer Symmetrie-Ebenen ent^ 
„sprechend gemein haben; seine Strahlen verbinden je zwei 
„homologe Punkte dieser Räume." 
Umhüllt die Ebene e die eine der beiden confocalen Flächen, so 
ergiebt sich ebenso: 

„Die Congruenz der Normalen einer Fläche F^ zweiter Classe 
„ und zweiter Ordnung wird durch zwei collineare Flächen zweiter 
„Ordnung erzeugt, nämlich durch F^ und die Polare von F^ 
„bezüglich irgend einer zu F^ confocalen Fläche." 

Eine für die confocalen Flächen zweiter Classe characteristische 
Eigenschaft, welche zur Definition dieser Flächen benutzt werden 
kann, ist in folgendem Satze enthalten: 

„ Zwei sieb rechtwinklig achneidende Ebenen sind conjugirt be- 

„züglieh aller confocalen Flachen, sobald sie in Bezug auf eine 

„der Flächen conjugirt sind." 

In diesem Falle geht nämlich jede der beiden Ebenen durch den 

conjugirten Normalstrahl der anderen, also durch den Ort der 

Pole dieser anderen Ebene, wie der Satz behauptet. 

Wenn je zwei sich rechtwinklig achneidende Ebenen einer 
Geraden f conjugirt sind bezüglich einer Fläche zweiter Classe, 
so heisst f eine „Focalaxe" der Fläche. Zu den Focaiaxen der 
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Fläche gehören demnach die Focalaxen aller ihrer Tangentenkegel, 
sowie alle anf der Fläche liegenden Geraden. Für die Focalaxea 
ergiebt sich mit Hülfe des vorhergehenden Satzes sofort: 

„Jede Focalaxe von einer der confocalen Flächen ist gemein- 
„same Focalaxe auch aller übrigen und aller Tangentenkegel, 
„welche ans ihren Punkten den confocalen Flächen umschrieben 
„werden können." 

Aus jeder Focalaxe einer Regelfläcbe zweiter Ordnung werden 
die projectiven Punktreihen, in welchen eine Regelschaar der 
Fläche von ihren Leitstrahlen geschnitten wird, durch gleiche und 
gleiehlanfende Ebenenbüscbel projicirt. Zum Beweise dieses Satzes 
lege man aus einem Punkte der Focalaxe an die Fläche einen 
Tangentenkegel und Beruh ruugsebeneu, und wende auf diese den 
bekannten analogen Satz an (I. Abth. S. 185). 

Durch jeden Punkt P gehen zwei reelle Foealasen der con- 
focalen Flächen, nämHch diejenigen des polaren Bündels P, welcher 
zu dem Polarsysteme von einer beliebigen der Flächen gehört 
(S. 132); nur dann fallen diese beiden Focalaxen zusammen, wenn 
der Bündel ein rotatorischer, sein Orduungskegel ein gerader ist. 
„Die Tangentenkegel, welche confocalen Flächen zweiter Classe 
„aus irgend einem Punkte F umschrieben werden können, haben 
„demnach die nämlichen beiden Focalaxen und sind confocal." 
Die Ebene 7t dieser beiden Focalaxen f, /", hat die ihr zu- 
geordnete Hauptaxe der Tangentenkegel zum conjugirten Normal- 
strahle und wird deshalb im Paukte P von einer der confocalen 
Flächen berührt. Der Pol jeder anderen durch f gelegten Ebene 
e bezüglich dieser Fläche liegt einerseits in n, weil e durch P 
geht, andererseits in der zu e conjugirten normalen Ebene des 
Büschels f, und folglich in der Focalaxe f selber. Die Fläche be- 
rührt sonach alle durch f gehenden Ebenen in Punkten von f und 
geht folglich durch f. Daraus und aus einer früheren Bemerkung 
ergiebt sich: 

„Die Focalaxen einer Schaar confocaler Flächen zweiter Classe 
„sind identisch mit den Geraden dieser Flächen. Durch einen 
,, beliebigen Punkt gebt allemal eine geradlinige Fläche der 
,, Schaar. Die reellen Focalaxen, welche eine beliebige Focalaxe 
„schneiden, liegen auf einer der confocalen Flächen und bilden 
„eine Regelschaar der Fläche." 

Die Flächenwinkel, welche confocalen Tangeutenkegeln P der 
Flächen aus einem Punkte Q umschrieben werden können, werden 
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von zwei sich recht winklig schneideuden Ebenen halbirt (1. Abth. 
S. 219); diese Ebenen sind eonjngirt und berühren die beiden durch 
ihre Schnittlinie PQ gehenden Tangentenkegel. Daraus er- 
giebt sich: 

„Jede Gerade g, die auf keiner der~confocalen Flächen liegt, 
„wird von zwei derselben berührt, die duich g gehenden Be- 
„rührungsebenen dieser beiden Flachen sehneiden sich recht- 
„winklig nnd halbiren die Flächenwmkel , welche ans g den 
„übrigen eonfoealen Flächen umschrieben werden können." 
Die Paare von Berührungsebenen, welche durch g an die Flächen 
gehen, bilden demnach eine symmetrische luTolution. 

Wenn eine Ebene um g sich dreht, so beschreiben ihre Pole 
in Bezug auf zwei der eonfoealen Flächen zwei zu dem Büschel g 
projective Punktreihen p',, g^\ und da diese Pole iu dem conju- 
girten Normalstrahle der Ebene liegen, so ergiebt sich: 

„Die conjugirten Normalstrahlen der Ebenen einer Geraden g 
„bilden i. Ä. eine parabolische Regelschaar, welche die Polaren 
i'?!' ö'2i ■ ■ ■ '^'^''^ 9 bezüglich der eonfoealen Flächen zu Leit- 
,, strahlen ^xaA eine zu g normale Leitebene hat. Nur wenn g 
„eine Axe der eonfoealen Flächen ist, umhüllen jene Strah- 
„len eine Parabel, die auch von den Polaren jr,, g^-, ■ ■ • be- 
,, rührt wird." 

Der Ebenenhüschel g ist projectiv zu der Schaar der conju- 
girten Normalstrahlen und erzeugt mit ihr eine räumliche oder 
ebene Curve dritter Ordnung (I. Abth. S. 130, 131). Also: 
„Die Ebenen der Geraden g berühren je eine der eonfoealen 
„Flächen, und zwar liegen die Berührungspunkte i. A. auf einer 
„cubisehen Raumcnrve, wenn jedoch j^ . eine Ase ist, auf einer 
„ebenen cubisehen Curve." 
Liegt aber die Axe g in einer Symmetrie-Ebene "f der eonfoealen 
Flächen, so bilden die conjugirten Normalstrahlen der übrigen 
Ebenen von g einen gewöhnlichen Strahlenbüschel, und die Be- 
rührungspunkte dieser Ebenen liegen auf einem zu -f normalen 
Kreise (S. 150). 

Die Pole von zwei beliebigen Ebenen e, Ej bezüglich der eon- 
foealen Flächen liegen auf den conjugirten Normalstrab len e, e^ der 
Ebenen und zugleich paarweise auf den Polaren g^, g^, g^, . . . der 
Geraden esi- Da nun diese Polaren eine parabolische Regelschaar 
bilden und von deren Leitstrahien e, e, in projectiv ähnlicheß 
Pnnktreihen geschnitten werden, so ergiebt sieh; 



Hosted by 



Google 



156 Siebenzehnter Vortrag. 

„Die Pole beliebiger Ebenen bezüglich der confocalen Flächen 
„bilden projeetiv ähnliche Punktreiheu. Diese Reihen haben 
„mit jeder Symmetrie-Ebene der Flächen homologe Punkte 
„gemein;" 
denn zu den confocalen Flächen gehören ja auch die Focalcurveu 
als singulare Flächen zweiter Classe, und die Po!e der Ebenen be- 
züglich einer Focalcurve Hegen mit dieser in einer Symmetrie- 
Ebene. 



Siebenzelmter Vortrag. 

Weitere Eigenschaften der confocalen Flächen 

hinsichtlich ihrer Krümmungslinien, Focalcurven, 

Focalaxen, Kreisschnitte und Normalen. 



Confocale Flachen zweiter Classe haben, wie der letzte Vor- 
trag lehrt, nicht nur dieselben Focalcurveu, sondern auch den- 
selben Asencomples und dieselben Focalaxen; sie weisen jeder 
Ebene eiueu und denselben eonjugirten Nornialstrahl nnd jeder 
ihrer Axen einen und denselben Fusspunbt zu; jede Ebene be- 
rührt eine der confocalen Flächen und jede Axe ist in ihrem 
Fusspunkte zu einer dieser Flächen normal. Eine beliebige Fläche F^ 
zweiter Classe bestimmt eine sie enthaltende Sehaar confoealer 
Flächen, welcher die Focalkegel schnitte von F^ , insbesondere der 
unendlich ferne imaginäre Kugel kreis, als singulare Flächen zweiter 
Classe angehören. 

Nun ist ein Punkt F im Allgemeinen von drei sich rechtwinklig 
schneidenden Axen der Fusspunkt (S. 141), nnd jede dieser Axen 
ist in P zu einer der confocalen Flächen normal. Daraus folgt: 
,, Durch einen beliebigen Funkt P gehen drei von den confocalen 
„Flächen; diese schneiden sich rechtwinklig in P, und ihre 
„Normalen in Psind die drei Hauptaxcn der polaren Bündel P 
„welche zu den Polarsystemen der übrigen confocalen Flachen 
„gehören. Zwei confocale Flächen schneiden sich sonach in 
„ihren gemeinschaftlichen Punkten unter rechten Winkeln." 
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Eine beliebige F^ der coufocalen Piächen wird von unendlieh 
vielen anderen rechtwinklig geschnitten. Die Tangenten der bi- 
quadratiscbeii Scbnittcurven gehören zu dem Axeneomples der 
Flächen, weil sie iu ihren resp. Berührungspunkten zu je einer 
dieser Flächen normal sind. In einem beliebigen Punkte P der 
Fläche F^ sehneideD sich zwei dieser Raumeurveu rechtwinklig; 
der Kegel P des Axencomplexes enthält die Tangenten dieser beiden 
Ciirven und die Normale n von F^ im Punkte P. Nun Hegt aber n 
mit einer anderen Normale n nur dann in eiaer Ebene, wenn der 
Fusspunkt von n mit dem Fusspunkte P von n auf einer Äxe, 
also auf einem Strahle jenes gleichseitigen Axenkegels P liegt (S. 1 39). 
Wir seh li essen daraus: 

„Eine beliebige Normale n einer Fläche F^ zweiter Gl asse und 
„Ordnung wird nur von zwei ihr unendlich nahen Normalen n 
,, geschnitten, uud zwar liegen die Fusspunkte der letzteren mit 
„dem Fusspunkte P von n auf je einer der bi quadratischen 
„Ranmcurven, welche die Fläche mit den beiden zu ihr con- 
„focalen und durch P gebenden Flächen gemein hat." 

Die Schnittpunkte der Normale n mit dieseu beiden Na^hbar- 
üormaleu heissen die „Kriimmungs-Mittelpnnkte" der Fläche F^ 
für den Punkt P. Sie sind die Centren zweier Kugeln, welche 
die Fläche in P osculiren, d. h. in diesem und je einem ihm un- 
endlich nahen Punkte berühren. Die beiden Ebenen, welche die 
Normale von P mit jenen beiden Nachbarnormalen verbinden, 
heissen die „Hauptuorraalebenen" der Fläche im Puukte P; sie 
berühren in P je eine zu F^ confocale Fläche. 

Eine Linie auf einer Fläche * heisst eine „Krümnmugslinie" 
von 'P, wenn je zwei in eonseeotiven Punkten der Linie auf 5" 
errichtete Normalen sich schneiden, oder mit anderen Worten, 
wenn die Normalen von $, deren Fusspunkte auf der Linie liegen, 
eine abwickelbare Fläche bilden. Aus dem Vorhergehenden er- 
giebt sich demnach: 

„Die KrünimungslJnien einer Fläche zweiter Ordnung nnd Classe 
„sind die bi quadratischen Raumcnrven, in weichen die Fläche 
,,vou den zu ihr coufocalen Flächen geschnitten wird. (Satz von 
„Dupin und Binet.) In einem beliebigen Punkte der Flache 
„schneiden sich zwei dieser Krümranngsliuien rechtwinklig; die 
,, beiden Hauptnorraalebenen des Punktes berühren in ihm die 
,, beiden Krümmungslinien und schneiden sich rechtwinklig. Die 
„Tangenten tler Krümmungslinien gehören zu dem Axencomplexe 
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„der Fläche. Jede KrümmuiigsUiiie einer Regelfläehe zweiter 
„Ordnung bildet gleiche Winkel mit je zwei Geraden der Fläche, 
„welche auf ihr sich scbueiden" (vgL S, 140). 

Nach einem früheren Satze (8. 154) sind die Taogentenkegel, 
welche den coufocalen Flächen aus einem beliebigen Punkte um- 
schrieben werden könueu, gleichfalls confocal. Zu den confoealen 
Flächen gehören aber auch die beiden reellen Focalcurven, und 
■die Tangentenkegel dieser singulären Flächen zweiter Classe geben 
doreh die beiden Curven. Wir schliessen darans: 

„Die beiden reellen Focalcurven einer Fläche zweiter Classe 

„werden aus einem beliebigen Punkte durch confocale und so- 

„mit sich rechtwinklig schneidende Kegel zweiter Ordnung 

„projieirt. Zwei Tangenten der Focalcurven bestimmen mit der 

„Verbindungslinie ihrer Berührungspunkte alSemal zwei normale 

„Ebenen." 

■Die orfhogoualen Projectionen der Focalcurven auf einer beliebigen 

Ebene sind confocale Kegelschnitte, weil die beiden projieirenden 

Cylinder confocal sind. 

Jede Tangente f einer Pocalcurve bat bezüglich der Curve 
ihren Berührungspunkt F zum Pole; die Ebenen des Büschels f 
schneiden folglich in F ihre conjugirten Normal strahlen {S. 160), 
und letztere haben alle den Focalpunkt F zum Fusspuukte. Die 
ans Fden confoealen Flächen umschriebenen Kegel haben deshalb 
unendlich viele zu f normale Hanptasen, sie sind gerade Kegel 
tmd haben f zur Rotations- und Focalaxe. Also: 

„Die Tangentenkegel, welche den confoealen Flächen aus einem 
„Focalpunkte F umschrieben werden können, sind Rotations- 
„kegel (vgl, Steiner in Crelle'a Journal Bd. 1, 1826), deren 
„gemeinsame Rotationsaxe in F die zugehörige Pocalcurve be- 
„ rührt. Die Tangenten der Focalcurven sind Focalaxen der 
„Flächen." 

Von jedem geraden Kegel, welcher einer der confoealen 
Flächen umschrieben ist, liegt umgekehrt der Mittelpunkt F auf 
einer Pocalcurve, und die Rotationsase f des Kegels berührt diese 
Onrve in F. Denn weil jede Ebene der Äse f zu ihrer in F errichteten 
Normale conjagirt ist, so ist die durch f gehende Durchmesser- 
Ebene eine Symmetrie-Ebene y der confoealen Flächen, und F der 
Pol von f bezüglich der in Y liegenden Pocalcurve. — Da zwei der 
-confoealen Flächen in die beiden reellen Focalcurven ausarten, so 
schliessen wir noch aus dem letzten Satze: 
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„Jede der beiden reellen Foealcurven wird aus den Punkten 
„der anderen nnd nur ans diesen Punkten durch gerade Kegel 
„projicirt; die Eotationsaxen der Kegel berühren diese andere 
„Curve." 

Weil duicli eine Ellipse zwei, durch eine Hjperbet aber 
keine Botati ons-Cy lind er gelegt werden köuneu, so folgt hieraus: 
„Von den beiden reellen Foealcurven eines Ellipsoides oder 
„Hyperboloides ist die eine eine EUipse und die andere eine 
„Hyperbel. Die beiden Foealcurven eines Paraboloides sind 
„Parabeln" (S. 15t). 

Die Ebene der Focal-Hyperbel geht, wie leicht einzusehen, 
durch die Hauptaxe der Focal-ElHpse , und die Hauptaxen beider 
Foealcurven fallen zusammen; die Asymptoten der Focaihyperbel 
sind die Focalaxen aller Äsymptotenkegel der coofocalen Flächen. 
Von einem Polarsysteme mit Mittelpunkt und seiner Ord nun gsfiäche 
mögen die Ebenen ihrer Focaihyperbel, ihrer Foealellipse und ihrer 
imaginären Focalcurve als die erste, zweite resp. dritte Symmetrie- 
Ebene bezeichnet werden, und die zu ihnen normalen Durchmesser 
als die erste, zweite resp. dritte Hauptaxe. Die erste Hanptase ist 
von der Foealellipse, die zweite von der Focaihyperbel die Neben- 
axe; die dritte ist die gemeinschaftliche Hauptaxe beider Curven. 
Diejenigen Axen der confoealen Flächen, welche in einem 
Focaipankte F zu dessen Tangente f normal sind, bilden eine 
rechtwinklige Involution conjugirter Strahlen, weil jede mit ihrer 
durch f gehenden Normalebene conjugirt ist. Von der Ebene 
dieser Axen werden folglich die confoealen Flächen in Curven 
zweiter Ordnung geschnitten, welche F zum gemeinschaftlichen 
Brennpunkte haben. Nun sind aber die erste und die dritte 
Symmetrie -Ebene zu der Foeal-Ellipse , und die zweite zu der 
Focaihyperbel in je zwei Scheitelpunkten normal; also: 

„Die confoealen Flächen werden von jeder Symmetrie-Ebene in 
„confoealen Curven zweiter Ordnung geschnitten, deren Brenn- 
„punkte zwei Scheitelpunkte einer Focalcurve sind." 

Der Satz gilt auch für confocale Paraboloide; diese werden 
von jeder Symmetrie- Ebene in confoealen Parabeln geschnitten, 
deren Brennpunkt von einer der beiden Focalparabeln der Scheitel- 
punkt ist. Da die Tangenten-Cyliuder, welche den confoealen 
Flächen aus dem Pole einer Symmetrie- Ebene 7 umschrieben werden 
können, confoeal sind (Seite 15-1), so ergiebt sich der Satz auch, 
indem man diese Cylinder mit y zum Schnitt bringt; zugleich 
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aber folgt, dass zu den confoealen Curven auch die in y liegende 
Focalcurve geliört. Wir schliessen daraus: 

„Von den beiden reellen Focalcurven hat jede die beiden Breun- 
,, punkte der andern zu Scheitelpunkten." 
Jede dieser Curven sehliesst also zwei Scheitelpunkte der andern 
ein, oder doch einen, wenn sie beide Parabeln sind. Mit der einen 
Focalcurve sind aiich die Brennpunkte, zwei Scheitelpunkte und 
die Ebene der andern gegeben. 

Eine der drei confoealen Flächen, welche durch einen beliebigen 
Punkt P gehen, enthält die beiden in P sich schneidenden reellen 
Focalasen /, /^j, und ist eine Regelfläche; die anderen beiden ent- 
halteo keine reellen Geraden (Seite 154). Da f und/", auch von 
den Kegeln, die aus P die reellen Focalcurven projicireo, die Poeal- 
axen sind, so werden sie von diesen Kegeln und somit von den 
beiden Focalcurven umschlossen. Daraus folgt: 

„Die Beriihrungsebenen ff^ der geradlinigen confoealen Flächen 

„schneiden jede der beiden reellen Focalcurven. Die Schnitt- 

„curvea dieser Flachen mit der Ebene einer reellen Focalcurve 

„werden von der Focalcurve umschlossen und sind mit ihr nicht 

„blos confocal, sondern eben deshalb auch gleichartig." 

Durch jeden vou einer Focalcurve umschlossenen Punkt P geht 

übrigens eine dieser Schnitteurven, weil sich in P zwei ausserhalb 

der Curvenebene liegende Focalaxen /", f\ schneiden. 

Einschalige confocale Hyperboloide werden also von der Ebene 
ihrer Focaleilipse in Ellipsen geschnitten, schon deshalb aber von 
den anderen beiden Symmetrie -Ebenen in Hyperbeln. Diejenigen 
mit ihnen confoealen Flächen, welche die Ebene der Focal-Eillpse 
in confoealen Hyperbeln schneiden, müssen deshalb zweischalige 
Hyperboloide sein; sie werden in der That von der Ebene der 
Focalhyperbel in zu dieser confoealen und sie ei nsch liessenden 
Hyperbeln geschnitten und haben mit der dritten Symmetrie- 
Ebene keine reellen Punkte gemein. Die übrigen confoealen 
Flächen sehneiden die Ebene der Focalhyperbel in zu ihr con- 
foealen Ellipsen nnd sind Ellipsoide; denn sie schneiden, wie 
(nach Seite 169) leicht einzusehen, auch die übrigen beiden 
Symmetrie-Ebenen in Ellipsen, und zwar die Ebene der Focal- 
eilipse in solchen, welche diese Curve einseh Hessen. Eine Sebaar 
eentrischer confocal er Flächen zweiter C lasse enthält demnach 
unendlich viele Ellipsoide sowohl, wie einschalige und zweischalige 
Hyperboloide. Von einer Schaar confocaler Paraboloide dagegen 
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gehen dnreh einen beliebigen Punkt /.wei elliptiscbe Paraboloide 
und ein byperboliscbes, 

„Die Focaicurven trennen die verschiedenartigen Flächen der 
„Schaar von einander und bilden in der Schaar den üebergang 
„von je einer Flächenart zu einer anderen." 
Denn weun eine Ebene e sich stetig bewegt, z. B. um eine Gerade 
sieb dreht, so ändert auch die von ihr berührte Fläche der Schaar 
sieh stetig und bieibt von derselben Art, bis sie in eine Focalcurve 
übergeht, bis also s eine Focalcurve berührt. Die Fläche nämlich 
ist bestimmt durch die Symmetrie-Ebenen, die Ebene z und deren 
Berührungspunkt, in welchem e von ihrem conjugirteu Normal- 
strahle e geschnitten wird; dieser Punkt aber bewegt sich stetig mit e. 
Dreht sich e um ihre Schnittlinie mit einer Symmetrie-Ebene, 
so ergiebt sich aus dem Vorhergehenden sofort: 

,,Eine beliebige Ebene berührt von den confoealen Flächen 
„eine geradlinige oder nieht-geradlinige, jenachdem sie beide 
,, reellen Focalcurven schneidet oder nicht; sie berührt insbesondere 
„von einer Schaar centrischer coafocaler Flächen ein eiu- 
„scbaliges oder ein zweiscbaligea Hyperboloid oder ein Ellipsoid, 
,, jenachdem sie beide reellen Focalcurven oder nur die Focal- 
„ellipse oder nur die Focalhyperbel schneidet." 

Von den confoealen Kegeln, welche eentrischen confoealen 
Flächen zweiter Classe und ihren Focalcurven aus einem beliebigen 
Punkte P umschrieben werden könneu, seien f und f^ die beiden 
Focalaxen uud a, b, c die drei Hauptaxen. Von den letzteren 
ist eine, a, zu der Ebene ff^ normal, und die beiden anderen, 
6 und c, halbiren die von f und /j gebildeten Nebenwinkel. Von 
den beiden durch die Focalellipse und die Focalhyperbel gehenden 
confoealen Kegeln, welche sich rechtwinklig sehneiden, umscbbesst 
der erstere den einen dieser Nebenwinkel und dessen Halbirungs- 
linie 6, der letztere den anderen Nebenwinkel und somit c. Die 
Ebene be schneidet folglich beide Focalcurven, die Ebene ca da- 
gegen schneidet nur die Focalhyperbel, und ab nur die Focal- 
ellipse. Da nun die Ebenen bc, ca, ab im Punkte P je eine 
der confoealen Flächen berühren (Seite 156), so ergiebt sich aus 
dem vorigen Satze: 

,,Von den drei, durch den beliebigen Punkt P gehenden con- 
„focalen Flächen ist die zu a normale ein einsehaüges Hyper^ 
„boloid, die zu b normale ein Ellipsoid und die zu c normale- 
„ein zweischaliges Hyperboloid." 

Reye, ßsomelrie der Lage. H. 3. Anfl. H 
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Eiue Regelfiäche zweiter OrdiinDg hat mit ihren Focalcurveu 
keine reellen Pankfe gemein; dagegen wird ein Ellipsoid von 
seiner Focalhyperbel und ein zweischaliges Hyperboloid von seiner 
Focalellipse in vier sogenannten „Kreispunkten", welche paarweise 
auf zwei Durchmessern liegen, rechtwinklig geschnitten {Seite 160). 
Kin elliptisches Paraboloid umschliesst eine seiner Focalparabeln 
und wird von der andern im Unendlichen berührt and in zwei 
reelien Kreispunkten rechtwinklig geschnitten. Den Ort der Kreis- 
punkte confocaler Flächen zweiter Classe bilden die Foealcurven, 
Für diese Punkte nun gilt der Satz: 

,,Je zwei reciprok polare Tangenten eines Kreispunktes K des 
,,Ellipsoides, zweischaligen Hyperboloides oder elliptischen Para- 
„boloides schneiden sieh rechtwinklig/' 
Denn jede dieser Tangenten ist in K zu einer Foealeurve normal 
und folglich der in K zu ihr normalen Ebene conjugirt (Seite 158); 
in dieser Ebene liegt also die ihr polare Tangente, wie der Satz 
behauptet. Der Büschel reciprok polarer Tangenten des Kreis- 
punktes K ist, kurz gesagt, ein rechtwinkliger. 

Durch je zwei polare Tangenten des Kreispunktes K gehen 
zwei coujugirte Durchmesser- Ebenen der Fläche zweiter Ordnung. 
Die Ebenen schneiden jede ihnen conjugirte, zu der Berührungaebene 
von K parallele Ebene in zwei normalen conjugirteu Durchmessern 
des Kegelschnittes, welchen die Ebene mit der Fläche gemein hat. 
Der Kegelschnitt hat demnach unendlich viele Äxen und ist ein 
Kreis. Also: 

„Eine Fläche zweiter Ordnung hat mit jeder Schnittebene, 
,, welche zn der Berührungsebene eines ihrer Kreispunkte parallel 
„ist, einen Kreis gemein. Auf einem Ellipsoid, zweischaligeu 
„Hyperboloid oder elliptischen Paraboloid liegen demnach zwei 
„Schaaren reeller Kreise und zwar in zwei Büscheln paralleler 
,, Ebenen." 

Diese beiden Schaaren fallen nur dann zusammen, wenn die 
Fläche eine Rotationsfläche ist. 

Auf einem hyperbolischen Paraboloid giebt es keine Ellipsen 
und somit auch keine Kreise. Dagegen Hegen auf einem ein- 
schaligen Hyperboloid zwei Schaaren reeller Kreise, und zwar in 
den Ebenen, welche zu je einer cyelischen Ebene des A.sjmptotea- 
kegels parallel sind und auch diesen Kegel in Kreisen schneiden. 
Alle Flächen zweiter Ordnung, mit Ausnahme der hyperbolischen 
Paraboloide und der pai^aboli sehen und hyperbolischen Cyliuder, 
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töiiiieu also durch veränderliche Kreise beschrieben werden, Hier- 
&at gründet sich Herrn Ä. Briü's Darstellung der Flächen zweiter 
■Ordnung durch Kartonmodelle,*) 

Aus den frühereu Sätzen (Seite 152, 153), dass confocate 
Flächen zweiter Classe denselben Asencomplex haben und jeder Äxe 
■den gleichen Fusapunkt zuweisen, und dass jede Axe in ihrem Fuss- 
punkte zu einer der Flächen normal ist, können wir noch eine 
Reihe von Folgerungen ziehen, Z, B,: 

„Die Normalen, welche in einer beliebigen Ebene s an die 
„confoealen Flächen gezogen werden können, umhüllen im AIl- 
,, gemeinen eine Parabel; ihre Pnssp unkte liegen anf einer Curve 
„dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt, und die Berühnings- 
,, Ebenen dieser Punkte bilden einen Ebenenbüschel erster Ord- 
„nuug (vgl, Seite 142 und 155), Die Normalen sind zugleich 
,,die Axen der Kegelschnitte, welche die Ebene e mit den con- 
„foealen Flächen gemein hat; die Mittelpunkte dieser Kegel- 
„schnitte liegen auf der Directrix der Parabel" (Seite 146), 
Der Satz erleidet Ausnahmen, wenn s eine Durchmesser- 
Ebene oder zu einer Symmetrie- Ebene uormal ist: 

„Steht die Ebene s senkrecht auf einer Symmetrie- Ebene f, 

„so bilden die in s liegenden Normalen der confoealen Flachen 

„einen Strahlenbüschel, dessen Mittelpunkt P in y liegt; die 

„Fusspunkte dieser Normalen sind auf einem durch /* gehenden 

„Kreise enthalten, dessen Mittelpunkt in f liegt" (Seite 150). 

„Ist s eine Durchmesser- Ebene, so bilden die in ihr liegenden 

„Normalen einen Parallelstrahleubüschel ; die Fusspunkte dieser 

„Normalen liegen entweder auf einer gleichseitigen Hyperbel, 

„deren Mittelpunkt mit dem Centrum der confoealen Flächen 

„zusammeniSlIt, oder falls die confoealen Flächen Paraboloide 

„sind, auf einer Geraden." 

Denn bekanntlich enthält die Durchmesser-Ebene e einen Büschel 

paralleler Axen; die eonjugirteu Normalebenen dieser Axen aber 

werden von e in einem zweiten Parallel strahl enbüsehel geschnitten, 

welcher zu dem ersteren projectiv ist und mit ihm i, A, eine 

gleichseitige Hyperbel, den Ort der Fusspunkte jener Äsen, erzeugt. 

Im Falle confocaler Paraboloide haben die beiden Büschel ihren 

unendlich fernen Strahl entsprechend gemein, sind also perspectiv 

und erzeugen eine die beiden Foealparabelu schneidende Gerade. — 

*) Verlag von L. Btill in Dannstadt. 
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Die so bewiesenen Sätze geben zugleich Aufschluss über die Lage 
der Normalen, welche parallel zu eiuer gegebenen Geraden oder 
aus einem Punkte einer Symmetrie-Ebene an die eont'ocaleu Fläcbeii 
gezogen werden können. 

„Die Normalen, welche ans einem beliebigen Punkte Pan die 
,,confoca!en Flächen gezogen werden können, liegen im ÄU- 
„ gemeinen auf einem gleichseitigen Kegel zweiter Ordnung; 
,,ihre Pusspunkte liegen auf einer ßaumcnrve fünfter Ordnung, 
„welche in P drei normale Gerade berührt."*) 

Auf die nämliche Art können alle übrigen, für die Fuss- 
punkte eines Axeucomplexes geltenden Sätze auf die Fusspunkte 
der Normalen einer Schaar eonfocaler Flächen übertragen werden. 
Beispielsweise nenne ich noch den folgenden Satz, welcher aus der 
Verbindung Ton zwei vorhergehenden sich ergiebt: 

,,Älle Normalen der confocalen Flächen, welche von einer 
,, Symmetrie-Ebene y ™ den Punkten eines Durchmessers rf ge- 
„schnitten werden, sind zu einer auf y senkrechten Ebene & 
„parallel. Ihre Fusspunkte liegen auf einer durch d gehenden 
„Fläche, von welcher 7 eine Symmetrie-Ebene ist. Von jeder 
,, zu e parallelen Ebene wird diese Fläche in einem Kreise und einer 
„unendlich fernen Geraden geschnitten, nnd von jeder durch d 
„gelegten Ebene in d und einer gleichseitigen Hyperbel, die mit 
„den confocalen Flächen coucentrisch ist und eine zu e parallele- 
„Asymptote hat. Diese Hyperbel zerfällt in eine eigentliche und 
„eine unendlich ferne Gerade, wenn die confocalen Flächen 
„ Paraboloide sind ; die Fasspnnktfläehe aber besteht in diesem 
„Falle aus der unendlich fernen Ebene und dem Rotationskegel, 
„welcher die eiue Focalparabel aus dem Schnittpunkte von d 
,,mit der anderen projicirt." 



') Durch reciprote Radien vom Centriini jP verwandelt sich diese Raum- 
7S in *ine gleichseitige räumliche Hyperbel; denn sie ist die Fuespunbt- 
'e eines cuhischen Büschels von BerOhrungeehcnen der confocalen Flächen. 
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Ächtzelmter Vortrag. 

Der lineare Strahlencomplex und das Nullsystem. 

Durchmesser, Hauptaxe und Axencomplex 

des Nullsystemes. 



In den letzten drei Vorträgen spielten die Axencomplexe 
räumlicher Polarsjstemo eine grosse Rolle, Diese Compiexe sind 
zwar leicht construirbar, jedoch vom zweiten Grade; au Einfachheit 
werden sie weit ühertroEFen von den linearen Strahlencomplexen, 
denen wir jetzt uns zuwenden. Ein Strahlencomplex, z. B. der 
Complexder Tangenten einer heliebigeu Fläche, der Normalen einer 
Fläeheuschaar oder der Strahlen, welche irgend eine Raumcurve 
schneiden, besteht aus dreifach unendlich vielen Strahlen; er ist vom 
«teil Grade, wenn er durch einen beliebigen Punkt die Strahlen 
eines Kegels mter Ordnung und in eine beliebige Ebene die Tan- 
genten einer Gurve wter Classe sendet; er heisst insbesondere linear, 
wenn w = 1 ist. In diesem Falle hat er folgende Eigenschaften: 
,,Von einem Unearen Compiexe bilden die Strahlen, welche 
„durch einen beliebigen Punkt gehen oder in irgend einer Ebene 
„liegen, einen Büschel erster Ordnung. Zwei sich schneidende 
„StrahSen dieses Coraplexes bestimmen demnach allemal einen 
„in dem Compiexe enthaltenen Strahlenbüsche! erster Ordnung." 
Eiü linearer Strahlencomplex ist u. A. bestimmt durch zwei 
projective Strahl enbiischel Ä, B, die einen Strahl s entsprechend 
gemein haben, aber weder in derselben Ebene noch coneentrisch 
liegen (Fig. 18 auf der folgenden Seite); er besteht aus den Ge- 
raden, welche je zwei homologe Strahlen der Büschel schneiden 
(Sylvester). Die beiden Büschel werden nämlich aus einem be- 
liebigen Punkte P durch perspective Ebenenbüschel projicirt und 
von eiuer beliebigen Ebene e in perspectiven Punktreihen ge- 
schnitten; die durch P gehenden oder aber in s liegenden Strahlen 
des Complexes bilden also wirklich einen Büsche! erster Ordnung, 
welcher durch jene perspectiven Ebenenbüschel oder Punktreiben 
erzeugt wird. 
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Durcli einen linearen Strahlencomplex ist ein sogenanntes 
„Nullsystem" bestimmt, in welchem jeder Ebene ein in ihr 
liegender Pol oder „Nullpnnkt" nnd jedem Punkte eine durch 
ihn gehende Polare oder „Nullebene" zugeordnet ist. Und zwar 
schueiden sich iu dem Nullpunkte E einer Ebene e alle in e 
liegenden Complexstrahleii ; in der Nullebene tc eines Punktes P 

aber liegen alle 
durch P ge- 
henden Strah- 
len des linea- 
ren Complexes. 
Geht die Ebene 
s durch den 
Punkt P, so hat 
sie mit dessen 
Nullebene :: ei- 
nen Complex- 
strabl gemein; 
der Nulipunkt 
E von s aber 
liegt auch auf 
diesem Strahle 
Fig. 18. und folglieh in 

TC . Also: 
„Die Nullpunkte aller Eben P nktes P Hegen in der 

„Nullebeue vou P und bild n n b n Feld; die Nullebenen 
„aller Punkte einer Ebene t, h d h den Nullpunkt von e 
„und bilden einen Bändel. D 1 Complex enthält alle 

„Strahlen eines beliebigen Punktes, welche in dessen Nullebene 
„liegen, und alle Strahlen einer beliebigen Ebene, welche durch 
„deren Nullpunkt gehen" (Möhius), 

Die Nullpunkte der Ebenen einer Geraden g liegen hiernach 
auf einer Geraden g^, in welcher die NuUebenen der. Punkte von 
(/ sich schneiden. Die Geraden g und gTj sind einander zugeordnet 
nnd reciproke Polaren bezüglich des Nullsystemes; sie haben i. A. 
keinen Punkt gemein, fallen jedoch zusammen, wenn g ein Complex- 
strahl ist. Die Strahlen des linearen Complexes, welche eine Ge- 
rade in irgend einem Punkte sehneiden, Hegen mit der Polare der 
Geraden in der NuUebene dieses Punktes. Daraus folgt: 

„Der lineare Complex enthält alle Strablen, welche zwei ein- 
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„ander zugeordnete windschiefe Gerade g, g, schneiden; und 
„jeder Complexstrahl, welcher die eine dieser Geraden scbneidet, 
„ist anch mit der anderen incideiit. Zwei paar zugeordnete 
„Gerade des Nullsystems, die sich nicht wechselsweise schneiden, 
„liegen folglich iii einer Regelsehaar, deren Leitschaar ans 
„ Complesstrahlen besteht" (Möbius). 

,,Drei windschiefe Complesstrahlen hestimmen eine sie ent- 
„ haltende Regelsehaar von Coraplexstrahlen"; 
denn die sie schneidenden Geraden sind in dem Nullsjsteme paar- 
weise einander zugeordnet. Zwei paar zugeordnete Gerade g, g^ und 
h, Aj des Nullsystemes haben mit einer beliebigen Ebene zwei Punkte- 
paare gemein, die auf zwei im Nullpunkte der Ebene sieh schneidenden 
Complexstrahlen liegen. Durch g, g, und h. h^ ist also der Null- 
punkt jeder Ebene, ebenso aber die Nullebene jedes Punktes bestimmt. 
Wenn ein Punkt P den Raum S durchläuft, so beschreibt 
seine Nullebene tz einen zu 2 reeiproken Raum 2j. Jedem ebenen 
Felde e von S entspricht ja in 2^ ein zu ihm reciproker Bündel E, 
welcher mit £ einen Büschel von Complesstrahlen entsprechend 
gemein hat; und jeder Punktreihe g von 2 entspricht ein zu g per- 
spectiver Ebenenbüsehel g^ von Sj. Die reeiproken Räume haben 
jeden Strahl des linearen Complexes entsprechend gemein; sie liegen 
involutorisch, weil dem Schnittpunkte zweier Complesstrahlen, mag 
nun derselbe zu 2 oder zu Sj gerechnet werden, jedesmal die 
Verbindungsebene der beiden Strahlen entspricht; sie bilden mit 
einander das Nullsjstem und ihre reciproke Verwandtschaft ist 
eine „Nulicorrelation" (vgl. S. 110). 

Ueberhaupt liegen zwei rPCipioke Räume mvolutoiisch und 
bilden zH'-animen em Nnlisystera, wenn jede Ebene des einen durch 
den ihr entsprechenden Punkt des anderen geht Denn zunächst 
leuchtet ein, da** keine Geiade g des einen Raumes die ent- 
sprechende Geiade (/, des anderen schneidet weil fonst nicht alle, 
sondern nui zwei Ebenen \on g duich ihie homologen Punkte 
gehen wurden, nambch die Ebene ggi und die dem Punkte qg^ 
entsprechende Ebene Zwei homologe Gerade g g^ der reeiproken 
Räume sind demnach zu einander windschief, wenn sie nicht zu- 
sammenfallen. Verschiebt sich nun aber g in eiuer Ebene e, so dreht 
sich jfj um einen Punkt K^ von s; die durch E^ gehenden Geraden 
der Ebene haben also mit ihren homologen Geraden den Punkt 
E-y gemein und fallen mit ihnen zusammen. Die beiden reei- 
proken Räume haben sonach die Strahlen eines linearen Com- 
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plexes entsprechend gemein und bilden das zugehörige Nallaystem; 
ihre Correlation ist involutorisch und zwar eine NuUcorrelation. 
Einem beliebigen Strahl enbüschel A erster Orilnung ist in 
dem NuHsysteme ein zu A projectiver Büschel B zugeordnet, 
welcher i. Ä. mit A weder concentrisch noch in einer Ebene liegt, 
aber einen Complexstrahl mit A entsprechend gemein hat (vgl. 
Fig. 18). Die beiden projectiven Büschel A, B bestimmen den 
liueareu Comples und damit das Nullsystem in der früher an- 
gegebenen Weise; der Com pl es besteht nämlich aus den Geraden, 
welche je zwei homologe Strahlen dieser Bündel schneiden. 

„Durch ein einfaches räumliches Fünfeck A B C D E isi 
„ein Nullsjstem bestimmt, in welchem jede der fünf Kanten 
„des Fünfecks sieh selbst und folglich jeder Eckpunkt der Ebene 
„zugeordnet ist, die ihn mit den beiden benachbarten Eek- 
,, punkten verbindet" (v. Staudt). 
Beziehen wir nämlich zwei Räume reciprok auf einander, sodass 
den Punkten A, B, C, D, E des einen die resp. Ebenen EAB, 
ABC, BCD, CDE, DEA des anderen entsprechen, so entspricht 
die Kante AB und ebenso jede andere Kante sich selbst; denn AB 
ist einerseits die Verbindungslinie der Punkte A und S, anderer- 
seits die Schnittlinie der ihnen entsprechenden Ebenen EA B und 
ABC. Wenn nun die beiden reeiprokeu Räume kein Nullsystem 
bildeten, so müsste der Ort der Punkte, die auf ihren entsprechenden 
Ebenen liegen, eine durch die fünf Kanten des Fünfecks gehende 
Fläche zweiter Ordnung sein {Seite 128); diese Fläche aber würde 
mit einer beliebigen Ebene des Fünfecks, z, B. mit ABC, zwei 
Gerade AB und BC, ausserdem aber einen auf DE liegenden 
Punkt gemein haben, was unmöglich ist. Die reciproken Räume 
bilden also wirklich ein NuUsystem, 

Als ,, Leitstrahlen" eines NuUsystemes bezeichnen wir hinfort 
mit von Staudt die sieh selbst zugeordneten Geraden desselben; 
der zugehörige lineare Complex besteht aus diesen Leitstrahlen. 
,, Durch drei windschiefe Gerade g, gi,l ist ein Nullsystem be- 
,, stimmt, in welchem g und j/j einander zugeordnet sind und l 
,,ein Leitstrahl ist." 
Legen wir nämlich durch g^ zwei beliebige Ebenen g^AE und 
g,CD, welche mit g die Punkte A und (7, mit Z aber die Punkte 
E und D gemein haben, und bezeichnen wir mit B einen be- 
liebigen Punkt von g^, so sind die Kanten des einfachen räum- 
lichen Fünfecks ABCDE fünf Leitstrahlen des Nullsystems und 
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bestimmen dasselbe. In diesem Nullsysteme ist die Kante DE 
oder l ein Leitstrahl, und der Geraden AC oder g ist die Schnitt- 
linie fJ^ der Fünfeekebeneu EAB und BCD zugeordnet. — Um 
direkt mittelst der drei Geraden g, g^, l von einem Punkt P 
die Nullebene zu construireii, bestimme mau zunächst den Null- 
punkt der Ebene PI; derselbe liegt auf l und mit den beiden 
Punkten, in welchen g und 51, die Ebene treffen, in einer Geraden. 
Der Leitstrahl, welcher diesen Nullpunkt mit P verbindet, liegt mit 
dem Leitstrahle, in welchem die Ebenen Pg und Pg^ sich sehneiden, 
in der gesuchten Null ebene des Punktes P. 

„Es giebt fünffach unendlich viele Nullsysteme und lineare 
„Complexe." 
Nämlich ein Nullsystem ist auch bestimmt, wenn man von drei 
gegebenen Ebenen a, ß, 7 die Nullpunkte Ä, B, C annimmt, und 
Kwar A und C beliebig in resp. a und 7, jedoch ausserhalb der 
Geraden ay ^^ g^ (welcher dadurch die Gerade AC = g zugeordnet 
wird), und B beliebig in der Geraden s, in welcher die Schnitt- 
punkte von ß mit g and g^ liegen. Ein in ß durch B gelegter 
Leitstrahl l bestimmt mit g und g^ das nämliche Nullsystem {S, 168). 
Da nun A und C in a. und y je zweifach uneodlich Tiele Lagen 
annehmen können, und sodann B in s noch einfach unendlich viele 
L^en, so giebt es in der Tbat fönffach unendlich viele Null- 
systeme. 

,,Fünf beliebige Gerade a, b, c, d, e bestimmen im Allgemeinen 
,,e!n Nullsystem, von welchem sie Leitstrahlen sind, also auch 
,, einen sie enthaltenden linearen Strahlencomplex " (Plücker). 
Es giebt nämlich im Allgemeinen zwei und nur zwei Gerade g, y,, 
welche die vier Geraden a, b, c, d schneiden; dieselben sind in 
dem Nullsystera einander zugeordnet und bestimmen dasselbe io 
Gemeinschaft mit dem Leitstrahle e, falls sie zu einander und zu e 
windschief sind. Wenn diese beiden Geraden nicht reell, und 
folglich a, b, c, d (und e) zn einander windschief sind, so be- 
stimmen a, b, e und c, d, e zwei Eegelschaaren , welche ans Leit- 
strahlen des zu ermittelnden NuUsystemes bestehen (S. 167). Greift 
man aus diesen beiden Regeischaaren zwei Strahlenpaare a', b' und 
c', d\ heraus, welche von irgend einer Geraden g und also noch 
von einer anderen Geraden ^^ geschnitten werden, ao bestimmen 
a\ h\ c', d' und e oder auch g, g^ und e auf die vorhin an- 
gegebene Weise das Nnllsystem. Ausnahmen erleidet der Satz, 
wenn von den fünf Geraden a, b, c, d, e drei in einer Ebene 
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oder in einem Strahlenbüiidel , oder aber vier in einer Regel- 
schaar liegen ; desgleichen, wenn sie alle fünf von einer Geraden g 
geschnitten werden. 

„Ein NuUsysteni nnd der lineare Compl ex seiner Leitstrahlen 
„sind aiieh bestimnat durch zwei paar zugeordnete Gerade j3,pi 
„und q, §1, die in einer Regelschaar liegen." 
Sind nämlich a, h, c drei Leitstvahlen dieser Regelschaar, und d, e 
zwei Gerade, von denen die eine p und ^j, die andere q und q^ 
schneidet, so hat das Nullsjstem die Geraden a, 6, c, rf, e zu 
Leitstrahien und ist auch durch sie bestimmt. — Wenn eine 
Gerade die Regelschaar ji/jjg beschreibt, so besehreibt die ihr zu- 
geordnete Gerade, indem auch sie die drei Leitstrahien «, 6, c 
beständig schneidet, die Regelschaar pipq^ ; diese beiden Regel- 
schaaren aber sind projeetiv nnd liegen involutorisch. Statt des 
letzten Satzes können wir demnach auch sagen: 

„Durch eine involutorisehe Regelsehaar pp^ . qq, ist ein sie 
„enthaltendes Nullsystem bestimmt" (Chasles). 
Das Involutionscentmm der involatorischen Curve zweiter Ordnung, 
in welcher die Regelschaar von einer beliebigeu Ebene geschnitten 
wird, ist der Nullpunkt der Ebene; und die Involufionsebene 
des in voln torischeu Ebenenbüschels zweiter Ordnung, durch welchen 
die Regelschaar aus irgend einem Punkte projieirt wird, ist die 
Nullebene dieses Punktes. Im Nnllsysteme sind sechsfach unend- 
lich viele involutorisehe Regeischaaren enthalten. 

,,Der lineare Complex ist zu sich selbst polar bezüglich jeder 
,, Fläche zweiter Ordnung, welche eine Schaar von Complex- 
,, strahlen enthält." 
Denn die Polare eines jeden Complexstrahlea, welcher die Fläche 
und damit zwei einander zugeordnete Geraden p, pj derselben 
schneidet, rauss gleichfalls diese beiden Geraden p, 2h schneiden 
und ist folglich ein Complexstrahl. Die Polare des Complexes 
hat demnach mit ihm alle die Fläche schneidenden Compl exstrahlen 
gemein, ist also mit ihm identisch. 

Der durch fünf windschiefe Strahlen a, b, c, d, e gehende 
lineare Strahlencomples enthält die zehn Regeischaaren abc, 
abd, . . ■, cd'e, sowie alle ßegelschaaren, welche durch drei be- 
liebige Strahlen dieser zehn Sehaaren gehen. Durch fortgesetzte 
Construction solcher Regeischaaren kann man zu allen Strahlen 
des Complexes gelangen. A¥enn die fünf windschiefen Strahlen 
eine Gerade g schneiden, sonst aber von einander unabhängig 
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sind, so erhält man auf diese Weise einen „speciellen" linearen 
Complex, welcher aus allen, mit der Geraden oder ,, Axe" g incideuten 
Strahlen besteht; die Coniplesstrahleu sind aber in diesem Falle 
nicht Leitstrahlen eines Nullsystemes. Es giebt vierfach unendlich 
viele specielle lineare Complexe. 



Die Durchmesser nnd Durchmesser-Ebenen, die Hauptaxe 

und der Äseiieoniplex des Nullsystemes. 

Alle Geraden und Ebenen eines Nullsystemes, deren Polaren und 
Pole unendlich fern liegen, heissen ,, Durchmesser" und ,,Dureh- 
niesserebenen " des Systemes. Sie gehen sämmtlich durch den Pol 
oder NuUpuukt der unendlich fernen Ebene, woraus folgt: 

,,Die Durchmesser des Nullsystemes sind zueinander und zu 

,,den Durchmesserebenen parallel" (Möbius). 
Alle in einer Durchmesserebene liegenden Leitstrablen des Null- 
systemes Kind parallel, weil sie durch den unendlich fernen Null- 
punkt der Ebene geheu. Der von ihneu gebildele ParaUelstrahlen- 
büschel bleibt ungeän de rt, wenn man ihn in der Richtung der 
Durchmesser verschiebt. Wir schliessen daraus; 

„Der lineare Strahlencomplex und das zugehörige Nullsystem 

„ändern sich nicht, wenn man sie in der Richtung der paral- 

,,lelen Durehmesser verschiebt." 
Jede Ebene, welche zu zwei einander zugeordneten Geraden parallel 
läuft, ist eine DurehmesserebeDe des Nullsystemes; ihr Nullpunkt 
Hegt nämlich in einem imendlich fernen Leitstrahle. 

Die Nullpunkte paralleler Ebenen liegen auf einem Durch- 
messer, dessen Polare in den parallelen Ebenen unendlich fern liegt. 
Derjenige Durchmesser h. welcher die Nullpunkte aller zu den 
Durchmessern normalen Ebenen enthält, möge die ,, Hauptaxe" 
des Nullsystems und des zugehörigen linearen Complexes heissen. 
Diese Hauptaxe h ist zu allen sie schneidendeu Leitstrahlen normal; 
sie liegt mit je zwei einander zugeordneten und zu ihr wind- 
schiefen Geraden g, g^ auf einem gleichseitigen Paraboloid, und 
schneidet die Linie des kürzesten Abstandes von g und g^ recht- 
winklig. Denn alle zu h normalen Leitstrahlen, welche ^schneiden, 
1 auch g^ schneiden (S. 167) und bilden eine parabolische 
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Begelsehaar; ein Strahl dieser Schaar aber ist zu (/ und g^ nor- 
mal (I. Abth. Seite 123). 

Weil mit der Hanptase h zugleich ihre unendlich ferne 
Polare h^ gegeben ist, so folgt aus einem vorhin bewiesenen 
Satze : 

„Das Nullsystem ist bestimmt durch seine Hauptaxe h und 
„eineu beliebig angenommenen LeitstrahW, welcher die Haupt- 
„axe weder schneidet noch rechtwinklig kreuzt." 
Alle Leitstrahlen, welche durch irgeud einen Paukt P von l geheu, 
liegen mit l und dem von P auf /( gefällten Perpendikel in einer 
Ebene x. Der Nullpunkt einer beliebig durch P gelegten Ebene e 
ist der Schnittpunkt des Leitstrahles ~£ mit dem in s auf Ji er- 
richteten Perpendikel. 

Einem Strahl enbüudel, dessen Mittelpunkt C auf der Haupt- 
axe h liegt, ist im Nullsysteme ein zu ihm reeiprokes ebenes Feld 
zugeordnet, dessen Ebene y im Punkte C zu der Hauptaxe normal 
ist. Den Strahlen und Berührungsebenen eines geraden Kegels 
mit dem Mittelpunkte C und der Rotatiousaxe h entsprechen in y 
die Tangenten und Punkte einer Curve zweiter Ordnung (Fig 19); 
und weil y die Polarebene von h ist bezüglich des Kegels, so ist 
C der Fol der unendlich fernen Geraden h^ bezüglich der Curve, 
d. h. der Mittelpunkt der Curve. Ausserdem sind je zwei Strahlen 
von 7, die in C sich rechtwinklig sehneiden, coujugirt bezüglich 
des Kegels und müssen, weil sie in dem Nullsysteme sich selbst 
zugeordnet sind, auch bezüglich der Curve eonjugirt sein; die Curve 
zweiter Ordnung hat folglich unendlich viele Axen und ist ein 
Kreis. Also: 

„Einem geraden Kegel mit der Rotationsaxe h ist ein mit ihm 
„ coneentrischer Kreis zugeordnet, dessen Ebene zu der Haupt- 
„axe h normal ist," 
Lässt man also eine Ebene % nnd ihren Nullpunkt F zusammen 
rotireu um die Hauptaxe h, so umhüllt die Ebene einen geraden 
Kegel, der Punkt aber beschreibt den zugeordneten Kreis, indem 
er beständig Nullpunkt der Ebene bleibt. Daraus folgt: 

„Durch eine Drehung um die Hauptaxe ändern das Null- 

„system und der lineare Strahlencomples sich nicht." 

Sie ändern sich auch dann nicht, wenn sie um die Hauptaxe gedrehtund 

zugleich in der Richtung der Hauptaxe verschoben werden (Plüeker), 

also eine Schraubenbewegung um die Hauptaxe ausführen. — 

„Bezeichnet r den Abstand eines beliebigen Punktes P von 
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„der Hauptaxe Ä, und p den Winkel, welchen die Nullebeue 

„des Punktes mit der Hauptaxe bildet, so ist r . tang p eine 

,,constante Grosse, die sich mit der Lage des Punktes nicht 

,, ändert" (Möhius). 

Um diesen bemerk eng werthen Satz zn beweisen, nehmen wir in 

der Hauptaxe h und in einem Leitstrahie w, welcher in einem 

Punkte C die Hauptaxe recbtwinklig schneidet, zwei projeetiv 

gleiche Punktreihen an, die den Punkt C entsprechend gemein haben 




(Fig. 20). Den beiden Reihen sind zwei projective Ebenenbusehel 
h^, u zugeordnet, welche die Nullehene 7 des Punktes C ent- 
sprechend gemein haben, also perspectiv liegen und einen Parallel- 
Strahtenbüsehel erzeugen. Ein Strahl dieses Büschels liegt un- 
endlich fern in der Ebene hu, nämlich der Strahl, in welchem die 
Nullebenen der unendlich fernen Punkte von 11 und /( sieh sehneiden; 
die Ebene des Parallelst rahlenbüschels läuft folglich zn der Ebene 
h u parallel in irgend einem Abstände e. 

Sind nun P und P" irgend zwei homologe Punkte von u 
und h, so haben dieselben gleichen Abstand r vom Punkte C, 
und ihre Nullebenen schneiden sich in einer zu u parallelen Ge- 
raden, die von der Ebene hu den Abstand p. bat. Die Nullebene 
von F gebt durch u und bildet mit der Hauptaxe A einen Winkel p ; 
die NuUebene von P" aber achneidet die Hauptaxe rechtwinklig 
in -P. Es ist deshalb CP' . tang ^ = e oder r . tang p = e, wo 
auch der Punkt P auf u angenommen sein mag. Weil aber der 
Leitstrahl u durch Verschiebung in der Richtung von h und durch 
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Drehung um /* mit jedem anderen die Hauptaxe schneidenden Leit- 
strahle zur Deckung gebracht werden kann, und weil dabei das 
Nuüsystem nngeändert bleibt, so hat für alle diese Leitstrahlen die 
Constante e denselben Werth, und das Product r . tang p ist über- 
haupt nicht abhängig von der Lage des Punktes P. — Die Null- 
punkte aller Ebenen, die mit der Hauptaxe h einen halben 
rechten Winkel bilden, haben von h den Abstand e, liegen also 
auf einem flotationscjlinder vom Radius e. 

„Wenn r den Abstand eines beliebigen Leitstrahlea l von 

„der Hauptaxe h bezeichnet und p den Winke!, vfelchen die 

„Richtungen von h und l bilden, so ist r . tang p gleich der 

„Cons tauten e." 

Nämlich die Linie des kürzesten Abstandes schneidet die beiden 

Geraden h und l rechtwinklig in zwei Punkten C und P, deren 

Abstand PC ^ r ist; p aber ist der Winkel, welchen die durch 

l und C gehende Nnllebene des Punktes P mit der Hauptaxe 

bildet. Damit ist der Satz auf den vorhergehenden zurückgeführt. 

Die Gleichung r . tang f =^ e, welcher alle Strahlen des linearen 

Complexes genügen müssen, kann als Gleichung des Compleses 

bezüglich seiner Hauptaxe betrachtet werden. 

Die Tangenten einer Schraubenlinie, welche die Hauptaxe zur 
Axe hat und irgend einen Leitstrahl beröhrt, sind lauter Leit- 
strahlen des Nullsystems. Jeder Punkt dieser Curve hat seine 
eigene Schmiegungsebene zur Nullehene; die Schmiegnngsebenen 
aller Punkte, welche die Schraubenlinie mit einer beliebigen Ebene 
gemein hat, gehen folglich durch einen Punkt, nämlich durch den 
Nullpunkt der Ebene. Durch die Schraubenhnie ist das Nullsystem 
nebst dem zugehörigen Strahlencomplexe bestimmt; jenachdem sie 
rechts oder links gewunden ist, können wir auch den linearen 
Strablencomplex als rechts oder links gewunden bezeichnen (Plücker). 
Die Gleichung r , tang g = e gilt auch für die Schraubenlinie, wenn 
nämlich r ihren Abstand von der Hauptaxe h nnd p den Winkel 
bezeichnet, den ihre Tangenten mit h bilden. Durch die Haupt- 
axe und die Constante e ist der lineare Complex bestimmt, wenn 
noch angegeben wird, ob er rechts oder links gewunden sein soll. 
„ Sind g und ^^ zwei einander zugeordnete Gerade, a und % 
„ihre Abstände von der Hauptaxe des Nullsystema, und a und «j 
„die Winkel, welche sie mit der Hauptaxe bilden, so ist 
i,« . tang »1 = öl . tang a = e und folglich: 
„« : Ol ^ taug a : tang aj." 
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Nämlicli die Nullebeoe desjenigen Punktes von g, welcher von der 
Hauptaxe den Abstand a hat, geht durch ^, und bildet mit der 
Hauptaxe den Winkel «, ; also ist wirklich a . taug «j = e {S. 173). 
Ist die Gerade g zu ihrer Polare g^ normal, so ist aj =5 — a und 
folglieh ß = e tang a. 

Als ,,Axe des Nuilsystemea " bezeichne ich jede Gerade a, die 
zu ihrer Polare a^ norrual ist. Jede Axe a hat einen ,,Po\" A, 
iu welchem sie dessen Nullebeue a^A rechtwinklig schneidet, und 
gehört zu einei- sie enthaltenden und zu ihrer Polare a^ normalen 
Ebene. Der Axencomplex des Nullsystemes ist in diesem sieh selbst 
zugeordnet und ändert sieh weder durch Drehung um die Haupt- 
axe h noch durch Verschiebung in der Richtung von Ä; er enthält 
alle Durchmesser des Nullsystemes und deren unendlich fernen 
Polaren. Die Hauptaxe h und ihre Polare k^ haben unendlich 
viele Pole, gehören zu jeder sie enthaltenden Ebene und sind 
Doppel strahlen des Äxencomplexes. 

Zu einem beliebigen Pole A gehört die Axe a, welche in A 
zu der Nullebene a dieses Punktes normal ist. Die zu a gehörige 
Axe «i ist die Polare von a; in ihr wird 7. von der Nullebeue 
des unendlich fernen Punktes der Axe a rechtwinklig geschnitten. 
Errichtet man auf den Ebenen des Bü.schels a in ihren auf a^ 
liegenden Nullpunkten Normalen, so erhält mau alle iu der Ebene a 
befindlichen Axen des Nullsystemes. Diese Axen umhüllen (I. Abth. 
S. 162) eine Parabel, von welcher n, die Scheiteltaugente ist und 
«"a der Brennpunkt, und ihre Pole liegen in ir^; ihre Polaren 
gehen durch A und bilden einen Kegel zweiter Ordnung. 

„ Die Axen des Nullsystemes bilden demnach einen quadratischen 
,,Complex. Die Pole von je zwei sich schneidenden Axen liegen 
,,in einer Axe." 

Bringt man jede Ebene e des Büschels a zum Durchschnitt 
mit der Durchmesser-Ebene, deren Nullpunkt in der zu s normalen 
Richtung auendlich fern liegt auf a, so erhalt man alle durch 
den Punkt Ä gehenden Axen des Nullsystems. In jeder dieser Axen 
schneiden sich also, wenn d den durch A gehenden Durchmesser be- 
zeichnet, zwei Ebenen von d und a rechtwinklig. Der Axenkegel A ist 
demnach ein orthogonaler Kegel zweiter Ordnung (I. Abth. S. 220), 
indem seine cyclischen Ebenen zu seinen resp. Strahlen d und a nor- 
mal sind; eine dieser Ebenen ist die Nullebene a des Punktes A. Also: 
,,Die Kegel des Äxencomplexes sind orthogonal und werden von 
,,den zur Hauptaxe k normalen Ebenen in Kreisen geschnitten; 
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„seine Complexcurven sind Parabeln und haben jede den Nnll- 
„punkt ihrer Ebene zum Brennpunkt." 

Wenn der Pol A eine beliebige Gerade m durchläuft, so be- 
schreibt seiue Nullebene a einen zu u perspectiven Ebenenbüschel m, ; 
zugleich besehreibt die Axe a eine parabolische Regelschaar {I. Abth. 
S. 206), und ihre Polare a^ eine andere Regelsehaar, welche die Ge- 
rade M, und einen Durchmesser zu Leitstrahlen hat. Daraus und aus 
einer früheren Bemerkung folgt: 

,,Die Pole aller Äsen, die eine Gerade m, schneiden, liegen mit Wj 
,,auf einer Fläche zweiter Ordnung, dem Orte der zu den Ebenen 
„von u^ gehörenden Axen a, ." 

Die oi'^ Axen des Nullsyatemes, welche zu den Ebenen eines 
Punktes P gehören, werden erzeugt durch den Bündel P und einen 
zu P collinearen Durchmesserbünde] und bilden die Sehnen einer 
cubischen „Ordnnngscurve" des Asencomplexes. Da jeder Ebene e 
Ton P die Durchmesser ebene entspricht, deren Nullpunkt in der 
zu e normalen Richtung unendlich fern liegt, so ergiebt sich ans 
dieser Erzeugungsart und aus dem Vorhergehenden leicht: 

„Die cubischen Ordnungscurven des Asencomplexes werden ans 
,, ihren Punkten durch orthogonale Kegel projicirt; sie haben 
,,die Hauptaxe h zur Asymptote und enthalten die beiden un- 
„ endlich fernen imaginären Kreispunkte der zu A normalen 
„Ebenen, sind also räumliehe Ellipsen. Die Pole aller durch 
,, einen Punkt P gehenden Axen liegen auf einer cubischen 
„Ordnnngscurve (vgh S. 142); diese geht durch P und liegt mit 
,,der Hauptaxe h auf einem Botationscylinder, dessen Axe den 
„Abstand von h, und P halbirt." 
Jeder Ordnungscurve ist in dem Nullsysteme ein cubischer Ord- 
nnngs-Ebenenbnschel zugeordnet, dessen do^ Axen zugleich solche 
des Nullsystemes sind und die Punkte einer Ebene x zu Polen 
haben; zu den Ebenen dieses Büschels gehören ju und die unend- 
lich ferne Ebene. Zwei eubische Ordnungscurven haben allemal 
eine Schaar gemeiusamer Sehnen und liegen mit ihr auf einer 
Fläche zweiter Ordnung. 

Das Nullsystem und dessen wichtigste Eigenschaften wurde» 
schon J833 von Möbius*) entdeckt anlässlich der Aufgabe der 
Mechanik: „Zwei Einzelkräfte zn eonstruiren, welche ein gegebenes 

*) MöbiuE in Crelle'a Journal für d. r. u. a. Mathematik, Bd. 10, 
8«ite 317; vgl. auch MSbius, Statik, Leipzig 1S3T. 
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Kräftesjstem ersetzen hinsichtlicli seiner "VVirkuug auf einen starren 
Körper." Diese Aufgabe lässt unendlicb viele Lösungen zu. Nimmt 
mau von der einen Kraft einen Punkt P an, durch welchen sie 
gehen soll, so liegt die andere in einer durch P gehenden Ehene Jt, 
welche dem Punkte P in einem durch das Kräftesystem bestimmten 
Nnllsysteme zugeordnet ist. Die Leitstrahlen dieses^Nullsyatemes 
unterscheiden sich dadurch von den übrigen Geraden des Baumes, 
dass iu Bezug auf jede von ihnen das statische Moment des Kräfte- 
systemes Null ist. Wenige Jahre nach Möbius entdeckte auch 
Chasles*) das Nuüsystem. Er bewies u. A. den Satz: Wenn ein 
fester Körper sieh unendlich wenig fortbewegt, so sind die Ebenen, 
welche durch seine Punkte normal zu deren Bewegungsriehtun gen 
gelegt werden, den Punkten in einem Nnllsysteme zugeordnet; 
doch darf die Bewegung nicht eine blosse Schiebung oder 
Drehung sein. 



Neunzehnter Vortrag. 

Die lineare Strahlencongruenz. Projective Beziehung 
des linearen Strahlencomplexes auf den Punktranm. 



Ein Strahlen System oder, wie Plücker es nennt, eine Strahlen- 
congruenz besteht aus zweifach unendlich vielen Strahlen des 
Raumes. Beispielsweise bilden die gemeinschaftliehen Geraden von 
zwei Strahlencomplexen eine Congruenz, ebenso die Normalen einer 
beliebigen Fläche oder Curve, die gemeinsamen Tangenten zweier 
Flächen, die Sehnen einer Eanmcurve, die Strahlen, welche zwei 
gegebene Raumcurven sclineiden, die Doppeltangenten und die 
Inflexionstangenten einer Fläche. Durch Reflexion oder Brechung 
an einer krummen Fläche gehen die Strahlen eines Bündels über 
iu die Strahlen einer Congruenz. 

*) Chasles, Aper?!) historique. Brusellee 
Seite 674. Derselbe in den Comptes Rendus, 26 
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Eine Stralileiicongrueiiz heisat „von der wten Ordnung" oder 
„vom Bändelgrade »", wenn durch einen beliebigen Punkt im 
Allgemeinen und höcbstens «Strahlen derselben gehen, und „von 
der Äten Classe" oder „vom Feldgrade fc", wenn in einer Ebene 
im Allgemeinen k von ihren Strahlen liegen. Die Mittelpunkte 
der Kegel ujad die Ebenen der Strahlenbüschel, welche etwa in 
der Congruenz vorkommen, heissen „singulare" Punkte und Ebenen 
der Congruenz. 

Die gemeinschaftlichen Leitstrahlen von zwei Nullsystemeu 
bilden eine „lineare Congruenz", d. h. eine Congruenz erster Ord- 
nung und erster Classe; denn durch einen beliebigen Punkt geht 
einer derselben, nämlich die Schnittlinie der beiden Nnllebenen 
des Punktes, und ebenso liegt in einer beliebigen Ebene einer von 
ihnen. Wenn zwei Strahlen dieser Congruenz sieh schneiden, so 
fallen die beiden Nullebenen ihres Schnittpunktes zusammen mit 
der sie verbindenden Ebene, und jeder Strahl dieser Ebene, welcher 
durch den Schnittpunkt geht, ist ein gemeinschaftlicher Leit- 
strahl der beiden Nullsysteme. Eine Regelschäar besteht aus 
lauter gemeinschaftlichen Leitstrahlen der Nullsysteme, wenn sie 
irgend drei solche enthält (Seite 167), Also: 

„Zwei lineare Strahleneomplexe haben mit einander eine lineare 
„Congruenz gemein. Dieselbe enthält jeden Strablenbüschel 
„erster Ordnung, welcher durch zwei sich schneidende, und jede 
„Regelschäar zweiter Ordnung, welche durch drei windschiefe 
„Strahlen der Congruenz geht." 
Von einer Regelfläche zweiter Ordnung, welche durch eine Regel- 
schäar der Congruenz geht, wollen wir der Kurze wegen sagen, 
sie sei „in der Congruenz enthalten." 

Alle Strahlen der linearen Congruenz, welche eine beliebige 
Gerade g sehneiden, bilden im Allgemeinen eine Regelschäar; die 
Schaar ist durch drei jener Strahlen bestimmt. Sei nun l ein be- 
liebiger Strahl der Congruenz, Sein auf Hiegender Punkt und 11 
eine durch l gehende Ebene; dann können wir den Punkten, in 
welchen t] von den übrigen Strahlen der Congruenz geschnitten 
wird, die Ebenen zuweisen, durch welche dieselben Strahlen aus S 
projicirt werden. Den Punkten einer Geraden g von i\ entsprechen 
aber dann die Ebenen eines Büschels erster Ordnung g^ von S; 
denn die durch diese Punkte gehenden Strahlen der Congruenz 
bilden eine Regelsehaar, welche auch den Strahl l enthält und 
deren übrige Strahlen folglich aus S durch einen gewöhnlichen 
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Ebenenbüschel ^^ projicirt werden. Die Ebene v], sowie jede 

andere beliebig durch l gelegte Ebene i^, wird demnacb durch 

die CoDgruenz reciprok auf deu Bündel S bezogen, sodass sie mit S 

einen Strahlenbüsehel entsprechend gemein hat, nnd es ergiebt sieb: 

„Die lineare Strahlencongruenz wird von je zwei Ebenen ■>), t]^, 

„die durch einen Strahl / der Congruenz gehen, in collinearen 

,, Feldern geschnitten; sie wird aus je zwei auf ? angenommenen 

,, Punkten S, 5", durch collineare Bündel projicirt. Diese Bündel 

,,sind durch die Congruenz reciprok auf jene ebenen Felder 

„bezogen und haben mit ihnen und mit einander den Strahl l 

„entsprechend gemein." 

Die collinearen ebenen Felder T] nnd ■i]j haben mit einer 
beliebigen, nicht durch l gehenden Regelschaar abc der Con- 
gruenz zwei homologe Kegelschnitte gemein, und da die Gerade ( 
sich selbst entspricht, so sind ihre Pole hinsichtlich dieser Kegel- 
schnitte homologe Punkte ¥on t] und t]j (Seite 11), und liegen 
auf einem Strahle der Congruenz. Die Verbindungslinie dieser 
beiden Pole ist aber die Polare von l bezüglich der in der Con- 
gruenz enthaltenen Regelfläche abc {Seite 45), sodass sich ergiebt: 
„Die lineare Congruenz ist bezüglich jeder in ihr enthaltenen 
„Regelfläehe zweiter Ordnung sich selbst zugeordnet, d. h. ihre 
„Strahlen sind paarweise reciproke Polaren in Bezug auf die 
„Regelfläehe." 
Für den besonderen, bei dem Beweise nicht berücksichtigten Fall, 
in welchem die beiden Pole zusammenfallen und demnach die 
Regelfläche abc von l berührt wird, ergiebt sich die Richtigkeit 
des Satzes weiter unten sehr leicht. 

Wir wollen nun annehmen, die beiden beliebig durch / ge- 
legten Ebenen vj, ■»;, seien conjugirt bezüglich der Regelfläehe abe, 
und letztere werde von der Geraden l nicht berührt. Jede der 
beiden Ebenen schneidet dann die Polare von l in dem Pole der 
anderen Ebene bezüglich der Regelfläche. Einer Geraden ff von ■»), 
welche durch den Pol von v], geht nnd irgend zwei Stralklen d, e 
der Regelschaar abc schneidet, entspricht in der zu ri collinearen 
Ebene ■'], eine Gerade g^, welche durch den Pol von i] geht und 
dieselben beiden Strahlen d und e schneidet. Weil aber auch die 
Polare von g bezüglich der Regelfläche abc durch den Pol von ■>; 
geht nnd die sich selbst zugeordneten Strahlen d und e schneidet, 
so fällt sie mit g^ zusammen, und je zwei homologe Punkte von 
g und ^Ti sind conjugirt in Bezug anf die Regelfläche. Denkt 

12» 
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man sich die collinearen Ebenen ■») und i], durch die einander 
entsprechenden Geraden p- und t/, besehrieben, so ergiebt sich 
hieraus : 

„Zwei Ebenen, welche durch einen Strahl l der linearen Con- 
„gruenz gehen und bezüglich einer beliebigen, diesen Strahl 
„weder enthaltenden, noch berührenden Regelfläehe abc der 
„Congruenz conjugirt sind, werden durch die Congruenz coUi- 
„near so auf einander bezogen, dass ihre homologen Punkte 
„(insbesondere auch die auf l liegenden) conjugirt sind be- 
„züglich der Regelfläche." 

Ebenso wird aus je zwei dieser conjugirten Punkte ein jeder 
Strahl der Congruenz durch zwei hinsichtlich der Regelfläche con- 
jugirte Ebenen projicirt. 

,,Eine lineare Strahlen congruenz ist durch vier beliebig an- 

„genommene Strahlen a, b, c, d im Allgemeinen völlig bestimmt; 

„sie besteht aus den gemeinsamen Strahlen der cc^ linearen 

„Complexe, welche die vier Strahlen mit je einem fünften 

,, Strahle e verbinden." 

Es giebt nämlich (S. 169) einfach unendlich viele, durch a, b, c, d 

gehende lineare Complexe, wie man leicht einsieht, wenn man den 

fünften Strahl e einen Strahlenbüschel beschreiben lässt; und zwei 

dieser Complexe haben eine durch a, h, c, d gehende lineare Congruenz 

gemein. Die Congruenz wird aber von zwei durch a gelegten 

Ebenen in collinearen Feldern geschnitten, deren Collineation im 

Allgemeinen bestimmt ist durch die sich selbst entsprechende 

Gerade a und durch die drei paar homologen Punkte, welche i, c 

und d mit den beiden Ebenen gemein haben. Verbindet man also 

jeden Punkt des einen Feldes mit dem ihm entsprechenden Punkte 

des anderen, so erhält man alle Strahlen der Congruenz. Zugleich 

ergiebt sich: 

,,Zwei collineare Felder, die in verschiedenen Ebenen liegen und 
„deren Schnittlinie, nicht aber jeden Punkt derselben ent- 
„ sprechend gemein haben, erzeugen eine lineare Congruenz; zu 
„der Congruenz gehört jede Gerade, welche zwei homologe 
„Punkte der Ebenen verbindet." 

Ebenso erzeugen zwei collineare Strahlenbünde!, die einen 
Strahl und höchstens zwei Ebenen entsprechend gemein haben, 
eine lineare Congruenz. Die durch vier vrindschiefe Strahlen a, b, c, d 
bestimmte lineare Congruenz enthält die Regelschaar abc, sowie 
jede andere Regelschaar, welche mit abc zwei Strahlen gemein 
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■ Regelschaaren 
lineare Congruenz aus zwei Punkten S'j 



hat und durch d geht; sie kann mittelst s 
constniirt werden. 

Projiciren wir ( 
und 1S2 , die auf eiuein ihrer Strahlen liegen, so erhalten wir 
nach einem frühereu Satze zwei collineare Bündel. In den Strahlen 
der Congruenz sehneiden sich je zwei homologe Ebenen der 
Bündel , und die Bündel haben den Strahl S^ S^ und zwei 
durch ihn gehende Ebenen % cp, die aber auch zusammenfal-. 

len oder imaginär 
sein können, ent- 
sprechend gemein 
(Fig. 21). Die in 7] 
und cp liegenden 
homologen Strah- 
lenbüschel von 
Si und Sa ha- 
ben ebenfalls den 
Strahl SiSg ent- 
sprechend gemein 
und erzeugen zwei 
Puuktreiben m, v, 
deren Träger wir 
die „Axen" der 
Congruenz nen- 
nen. Da jede durch 
einen Punkt von u 
oder V gehende 
Ebene des Bündels 
Sj mit der entsprechenden Ebene von S^ diesen Punkt gemein 
hat, so ergiebt sich: 

„Die Äsen m, v der linearen Congruenz schneiden alle Strahlen 

,,der Congruenz; und jede' Gerade s, welche u und v schneidet, 

,, liegt in der linearen Congruenz. Die beiden Äxen enthalten 

„alle aingulären Punkte, und durch sie gehen alle singulären 

„ Ebenen der Congruenz. Sie sind in jedem Nullsysteme, zu dessen 

„ Leitstrahlencomples die Congruenz gehört, einander zugeordnet." 

Die beiden Äxen u, v können zusammenfallen, haben jedoch 

i. A. keinen Punkt mit einander gemein; dieses folgt schon daraus, 

dass zwei Strahlen der Congruenz sich im Allgemeinen nicht 

schneiden. — Aus dem Vorbeigehenden folgt noch der Satz: 
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„Die lineare Congruenz wird aus den Punkten eines beliebigea 
„ihrer Strahlen durch eine Reihe coUinearer Bündel projicirt, 
„welche den Strahl und zwei durch u und v gehende Ebenen v], 9 
„desselben entsprechend gemein haben; zwei Bünde! dieser Reihe 
„arten aus in die Ebenenbüsehel u, e." 

Wenn zwei Strahlen der linearen Congruenz sich schneiden, 
so liegen sie mit der einen Axe in einer Ebene, und gehen mit 
der anderen durch einen Punkt. Die beiden Äxen sind gemein- 
schaftliche Leitstrahlen von allen in der Congruenz liegenden 
Regelsehaaren; sie sind imaginär oder reell, oder fallen zusammen, 
jenachdem die durch eine dieser Schaaren gehende Fläche zweiter 
Ordnung von den nicht auf ihr liegenden Strahlen der Congruenz 
in je zwei imaginären oder reellen Punkten geschnitten, oder aber 
berührt wird. Sind die beiden Äxen nicht reell, so sind sie 
conjugirt-imaginäre Gerade zweiter Art (I. Abth. Seite 171). Eine 
Regelfläche wird in den Punkten einer auf ihr liegenden Geraden 
berührt von den Strahlen einer linearen Congruenz, deren Axen 
mit der Geraden zusammenfallen; alle in dieser Congruenz 
enthaltenen Regelflächen berühren sich in den Punkten der 
Geraden. 

„Die Polarebenen eines beliebigen Punktes i* bezüglich aller 
„in einer linearen Congruenz enthaltenen Regelfläehen zweiter 
,, Ordnung sehneiden sich in einem Punkte I\ des durch P 
„gehenden Strahles der Congruenz. Ebenso liegen die Pole 
,, einer Ebene % bezüglich aller jener Regelfläehen in einer 
„Ebene tc^, welche mit % einen Strahl der Congruenz gemein 
,,hat. Die Punkte und die Ebenen des Raumes sind also paar- 
,, weise conjugirt bezüglich aller Regelfläehen der Congruenz." 
Hat nämlich die Congruenz zwei reelle Axen u, v, so ist P^ 
derjenige Punkt, welcher durch u und v hannoniseh yon P ge- 
trennt ist; denn weil alle Regelflächen der Congruenz durch u 
und V gehen, so liegt dieser Punkt P, in den Polaren von P. Wenn 
zweitens alle Regelflächen der Congruenz sich in den Punkten 
einer Geraden tt berühren, so ist P, der Punkt, in welchem sie 
von der Ebene Pu berührt werden. Sind drittens die beiden 
Äsen der Congruenz imaginär oder überhaupt nicht identisch, und 
ist l der durch P gehende Strahl der Congruenz, so kann man 
durch l mindestens ein paar reelle Ebenen legen, welche in Bezug 
auf zwei heliebige Regelflächen E^ und i?f der Congruenz con- 
jugirt sind (I. Abtheil. Seite 174); diese Ebenen aber werden durch 
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die Congruenz collinear so auf einander bezogen, dass ihre homo- 
logen Punkte, insbesondere auch die anf l liegenden, conjngirt sind 
bezüglich beider Kegelflacheii {Seite 180), und es ist somit der 
Punkt P^ von l, welcher in Bezug auf B^ dem Punkte P con- 
jugirt ist, auch bezüglich jeder anderen Regelfläche J?f der Con- 
gruenz dem Punkte P conjugirt. — 

Wir nehmen wieder auf einem Strahle l einer linearen Con- 
gruenz zwei Punkte S,, S^ an und projiciren aus ihnen die Con- 
gruenz durch collineare Bündel, Beziehen wir sodann durch die 
Congmeoz irgend zwei Ebenen aj, ßj von S^ collinear auf die ihnen 
entsprechenden Ebenen a^, ß^ von S^, so entspricht jedem Schnitt- 
punkte von »1 und ßj ein solcher von ct^ und ßj ; denn die Ebenen- 
büschel «ißj und Ogßj erzeugen eine Regelsehaar der Congruenz, 
von welcher die Geraden a^ß, und a^ß^ zwei Leitstrahten sind. 
Wir können deshalb die collinearen Ebenen als homologe Gebilde 
von zwei collinearen Bäumen betrachten, von welchen der eine 
die Ebenen a^, ß^, der andere aber c^ und ß^ enthält. Diese 
collinearen Räume aber haben alle Strahlen der linearen Congruenz 
entsprechend gemein, weil jeder dieser Strahlen zwei Punkte von a^ 
und ß^, zugleich aber die entsprechenden beiden Punkte von % 
und ßj verbindet. Alle Verbindungslinien homologer Punkte und 
alle Schnittlinien homologer Ebenen der collinearen Räume ge- 
hören folglieh zu der Congruenz, und letztere wird sowohl durch 
je zwei homologe Bündel als auch durch je zwei (nicht zusammen- 
fallende) homologe ebene Felder der collinearen Räume erzengt. 
Die Räume haben die beideu Axen der Congruenz sowie jeden 
Punkt und jede Ebene dieser Axen entsprechend gemein, ihre Colti- 
neatiou ist eine geschaarte (S. 89). Lässt man den Punkt S^ nach 
und nach alle möglichen Lagen auf dem Strahle l der Congruenz an- 
nehmen, so erhält man einfach unendlich viele coUineare Räume, 
welche die Strahlen der Congruenz entsprechend gemein haben, und 
deren homologe Ebenen sich in je einem dieser Strahlen schneiden. 
Fallen die beiden Axen nicht zusammen, so können wir die 
Punkte Si und S^ so auf dem Strahle / annehmen, dass sie be- 
züglich aller in der Congruenz enthaltenen Regelflächen conjugirt 
sind. Dann sind aber auch (Seite 180) je zwei homologe Ebenen 
der Bündel Sj und S^, wie z, B. die Ebenen a.^ und ctg, sowie 
je zwei homologe Punkte dieser Ebenen und folglich je zwei 
homologe Punkte oder Ebenen der collinearen Räume conjugirt 
hezüglieb aller jener Regelflächen. Also: 
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„Durch eine lineare Congruenz, deren Axen nicht zusammeu- 
„ fallen, ist ein geschaart invoiutoriacher Raum bestimmt, sodass 
„je zwei eiuauder zugeordnete Punkte oder Ebenen dieses 
„Raumes conjugirt sind bezüglich aller in der Congruenz ent- 
„haJteuen Regelfläeben zweiter Ordnung. Jeder Strahl der 
„Congruenz ist in dem involutorischen Räume sich selbst zu- 
,, geordnet, also ein Leitstrahl desselben." 

Diejenigen Strahlen einer linearen Congruenz, welche eine 
beliebige Cnrve zweiter Ordnung (p schneiden, liegen im Allge- 
meinen auf einer geradlinigen Fläche F^ vierter Ordnung. Nämlich 
die Fläche hat mit einer beliebigen Geraden höchstens vier 
Pnnkte gemein, weil alle die Gerade schneidenden Strahlen der 
Congruenz auf einer Regelflache zweiter Ordnung liegen, die mit <p 
höchstens vier Pnnkte gemein hat. Die Fläche /*'* geht im 
Allgemeinen zweimal durch den Strahl s der Congruenz, wel- 
cher mit 9 in einer Ebene liegt. Jede durch s gelegte Ebene 
hat mit F^ ausser ä eiueu zu 9 projectiven Kegelschnitt gemein, 
und aus jedem Punkte von s werden die Strahlen der Fläche F^ 
durch einen zu 9 projectiven Ebenenbüschel zweiter Ordnung 
projicirt. Da zwei windschiefe Gerade «, v allemal als Axen einer 
linearen Congruenz aufgefasst werden können, so können wir auch 
sagen: Wenn eine Gerade g an zwei windschiefen Geraden m, v 
und einem beliebigen Kegelschnitt 9 hingeieitet, so beschreibt sie 
im Allgemeinen eine Fläche F* vierter Ordnung. Die Geraden u 
und V sind Doppelpunktegerade dieser Fläche; denn durch einen 
beliebigen Punkt von u oder v gehen im Allgemeinen zwei Er- 
zeugende ij von F*, und zwar liegen sie mit v resp. tt in einer 
Ebene. 

Wenn der Kegelschnitt 9 mit der einen Geraden u einen Punkt 
U gemein hat, so zerfällt F'^ in die Ebene üv und eine gerad- 
linige Fläche V^ dritter Ordnung. Die Gerade m ist eine Doppel- 
punkts-Gei-ade der Fläche F^; die Flache geht durch v und hat mit 
einer durch v gehenden Ebene im Allgemeinen zwei Erzeugende 
gemein, deren Schnittpunkt auf u liegt. Die Punktreihe w wird 
durch den Ebenenbüschel u projectiv auf den Kegelschnitt 9 be- 
zogen, sodass sie mit 9 die Fläche F^ erzeugt. 

Ein linearer Strahlencomplex enthält jede durch vier seiner 
Strahlen bestimmte lineare Congruenz; umgekehrt kann eine lineare 
Congruenz mit jedem nicht in ihr enthaltenen Strahle durch einen 
linearen Comples verbunden werden, weil der Complex durch fünf be- 
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liebige Strahlen bestimmt ist (vgl. S. 180). Die Hauptaxen alier durch 
eine liueare Congrueuz gehenden linearen Complexe können wir 
„Hauptaxeu der Congruenz" nennen. Jede dieser Hauptaxen ist zu 
allen sie schneidenden Strahlen der Congruenz normal, und diese 
Strahlen bilden folglich die eine Eegelschaar eines gleichseitigen 
Paraboloides. Im Allgemeinen enthält die Congruenz nur eine unend- 
lich ferne Gerade; diese liegt auf dem gleichseitigen Paraboloide und 
die Hauptaxen der Congruenz sind zu jeder die Gerade enthaltenden 
Ebene parallel und werden von demjenigen Strahle der Congruenz, 
welcher zu der Ebene normal ist, rechtwinklig geschnitten. 
Wenu jedoch die Congruenz eine unendlich ferne Axe w hat, so 
bilden ihre Hauptaxen einen Büschel paralleler Strahlen, welcher die 
andere Axe v der Congruenz enthält. Sind r und r^ die Abstände 
einer Hauptaxe von zwei beliebigen Strahlen der Congruenz, und resp. 
p und pi die Winkel, welche die Hauptaxe mit diesen Strahlen 
bildet, so ist r . tang f "= r, . tang p^ (Seite 174), 

Für den quadratischen Axencomplex eines räumlichen Polar- 
systemes ergab sich aus einer seiner Definitionen (Seite 139) als- 
bald eine projective Beziehung des Complexes auf den Punktraum 
sowohl als auf den Ebenenraum. Wir können nun auch einen 
linearen Strahlencomplex F projectiv auf den Puuktraum beziehen 
oder auf demselben „abbilden", und zwar am einfachsten, indem 
wir einen beliebigen Strahl l des Complexes dadurch .auszeichnen, 
dass wir ihm alle Punkte einer Ebene V als entsprechende Punkte 
zuweisen.*) 

Seien a, ß zwei Ebenen, die in einem Strahle l des linearen 
Complexes F sich schneiden, und seien A, B ihre in l liegenden 
Nullpunkte. Den Strahlen des Büschels B iu a sind dann in 
Bezug auf F die Strahlen des Büschels A m ^ zugeordnet; die 
beiden Büschel B und A sind projectiv und haben den Strahl l 
entsprechend gemeiii, jeder andere Strahl von T aber ist mit zwei 
homologen Strahlen dieser Büschel incident (Seite 168). Ein be- 
liebiger Strahl des Complexes ist bestimmt durch seine beiden 
Spuren iu den Ebenen a und ß. (Vgl. Fig. 18 auf Seite 166). 

Wir beziehen nun zwei beliebige Strablenbündel A', B' 
coliinear auf die resp. ebenen Felder a, ß, jedoch so, dass jeder 
gemeinsamen Ebene der Bündel Ä, ß' zwei homologe Strahlen 
der projectiven Büschel if, A in resp. a. und ß entsprechen. Zwei 

*) Vgl, R. Sohumacker, Math. Annalen 37, S, 102. 
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Strahlen von Ä und B', die in einer gemeinsamen Ebene der Bändel 
liegen und somit in einem Punkte S" sich schneiden, entsprechen 
dann in a und ß zwei Punkte, diej auf homologen Strahlen der 
Büschel B und A liegen, also die Spuren eines Complexstrahles s 
sind; jedem Punkte .5' des Raumes ist auf diese Weise ein Strahl s 
des linearen Complexes zugewiesen. Den Schnittpunkten von a 
und ß mit einem Complesstrahle s entsprechen umgekehrt in den 
Bündeln A' und B' zwei Strahlen, die in einer Ebene liegen und 
den „Bildpunkt" .S" von s mit einauder gemein haben. Dem 
Complexstrahle l, welchen die Büschel B, A entsprechend gemein 
haben, entspricht eine gemeinsame Ebene ),' der Bündel A\ B' 
und zugleich jeder Punkt dieser Ebene. 

Jedem Schnittpunkte P der Ebenen a und ß entsprechen in den 
Bündeln A' \mA B' zwei Strahlen der Ebene V; der Schnittpunkt 
F' dieser Strahlen aber entspricht allen durch P gehenden Strahlen 
des linearen Complexes T. Wenn P den ausgezeichneten Strahl l 
durchläuft, so beschreibt P' in V einen Kegelschnitt W, welcher 
die Punkte Ä, B' enthält und zu der Punktreihe l projectiv ist. 
Den durch l gehenden Strahlenbüschein P des Compiexes ent- 
spricht also je ein Punkt P' von k^; insbesondere entsprechen den 
beiden Büscheln Arno:, und B in ß die resp. Punkte Ä und B' 
des Kegelschnittes k^. 

Den Punkten einer beliehigen Geraden g entsprechen in dem 
linearen Complexe T i. A. die Strahlen einer durch l gehenden 
Regelschaar; denn den perspectiven Büscheln, welche die Punkt- 
reihe g aus A' und B' projiciren, entsprechen in a und ß zwei 
projective Punktreihen, welche die Regelschaar erzeugen. Nur 
dann haben diese Punktreihen einen Punkt P entsprechend gemein, 
wenn die Gerade jr' einen Punkt P' des Kegelschnittes k^ ent- 
hält; in diesem Falle entsprechen den übrigen Punkten von / 
die Strahlen eines Büschels erster Ordnung von T, dessen Ebene 
durch P geht. 

Jedem Strahlenbüschel des Complexes entspricht auf diese 
Weise eine den Kegelschnitt k^ treffende Gerade <j\ und umge- 
kehrt. Die Ebeue des Büschels hat mit a und ß zwei Gerade 
gemein, denen in den Bündeln Ä und B' zwei durch g' gehende 
Ebenen entsprechen; und wenn die Gerade / um ihren Schnitt- 
punkt P' mit k^ sich dreht und eine Ebene t^ besehreibt, so 
dreht sich die Ebene des Büschels um eine durch P gehende Axe e. 
Zugleich beschreibt der Mittelpunkt des Büschels in der Nullebeue - 
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von P eine Gerade «,, die Polare van e. Der Strahlenbüudel P' 
ist folglich auf den Bündel P reciprok und auf das ebene Feld x 
collinear bezogen; und zwar liegt der Bildpunkt S' eines beliebigen 
Complex strahl es s auf demjenigen Strahle des Bündels P', welchem 
die Ebene Ps des Bündels P und der Punkt tus des Feldes tu ent- 
sprechen. Zu der projectiven Beziehung des linearen Complexes T 
auf den Punktraum können wir hiernach ebenso gut das Feld tc 
und den Bündel P wie das Feld a und den zu ihm coUinearen 
Bündel A' benutzen; die Punkte A\ B' sind mit zwei beliebigen 
anderen Punkten des Kegelschnittes k^ vertausehbar, 

Den Punkten einer beliebigen Ebene 15' entsprechen in dem 
linearen Complexe die Strahlen einer liuearen Cougruenz, welche 
den ausgezeichneten Strahl l enthält. Beziehen wir nämlich die 
Bündel Ä\ B' perspectiv auf das ebene Feld t]', so werden die 
beiden zu Ä' resp. B' collinearen Felder a, ß zn einander colli- 
near, und zwar so, dass sie den Strahl l entsprechend gemein haben; 
diese Felder aber erzeugen die lineare Congrnenz (Seite 180). Den 
Strahlenbüschelu der Congruenz entsprechen in ^i' Gerade, welche 
den Kegelschnitt k^ treffen; sie sind nur dann reell vorhanden, 
wenn k^ mit t( zwei reelle Schnittpunkte P', Q' oder einen Be- 
rührungspunkt gemein hat. Auch die beiden Aseu der linearen 
Congrnenz sind nur in diesem Falle reell: jede von ihnen geht 
durch einen der beiden Punkte P, Q von I, welche den Punkten 
P', Q' entsprechen, und liegt in der NulJebene des anderen; sie 
fallen zusammen, wenn k^ die Ebene 1)' berührt. 

Einer beliebigen linearen Congruenz des Complexes V ent- 
spricht eine Fläche zweiter Ordnung, welche den Kegelschnitt k^ 
enthält, und einer Regelschaar zweiter Ortlnung von V entspricht 
ein Kegelschnitt, welcher mit k^ zwei Punkte gemein hat. Den 
Punkten eines beliebigen Kegelschnittes entsprechen in V die 
Strahlen einer geradlinigen Fläche vierter Ordnung, von welcher l 
ein Doppelstrahl ist; diese Fläche wird von a, ß und den übrigen 
Ebenen des Büschels l in projectiven Curven zweiter Ordnung 



Wir können den linearen Complex V auch dadurch projectiv 
auf den Pnnktranm beziehen, dass wir jedem Strahle s von F 
seinen der Haiiptaxe h zunächst liegenden Punkt als ,,Pol" zu- 
weisen. Die zur Hauptaxe h normalen Complexstrahlen schneiden h 
in ihren Polen; jeder Punkt von h ist Pol von unendhch vielen 
Complexstrahlen, jeder andere Funkt aber der Pol nur eines solchen. 
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Die Punkte eines Botatioiiscylinders vom Karins r mit der ßotations- 
aie Ä sind die Pole von Complexstrahleu, welche den Cylinder be- 
rühren und seine Strahlen unter einem bestimmten Winkel p 
schneiden; und zwar ist r . taiig p eine Constante (S. 174). Weil 
parallele Complexstrahleu allemal in eiuer DurchmesserebeneS liegen, 
80 iat der Ort ihrer Pole ein Durchmesser, nämlich die orthogonale 
Projectioa von /* auf 5. TJie Pole aller eiuen Durchmesser d 
schneidenden Complexstrahleu liegen mit d und A auf einem 
Rotationscy linder, desseu Axe den von d uud h begrenzten Paraltel- 
streifeu halbirt; der Beweis ergiebt sich sofort, wenn die Durch- 
messerebene 8 um rf gedreht wird. Die Pole der durch eiuen 
beliebigen Punkt P (von d) gehenden Complexstrahleu liegen folg- 
lich auf einer Ellipse (des Rotationscylinders). Diese projective 
Beziehung des linearen Complexes auf deu Puuktraum ist anschau- 
licher aber weniger einfach als die vorige; den Punkten einer 
Geraden (j entsprechen nämlich hier die Strahlen einer Regel- 
schaar dritter Ordnung, welche die Polare von g zur Doppelpunkts- 
geraden hat (vgl. I. Abth. S. 210). 



Zwanzigster Vortrag. 

Die Strahlencongruenzen, welche durch collineare 

Bündel oder Felder erzeugt werden. 
Raumcurven und Ebenenbüschel dritter Ordnung. 



Durch reciproke Grundgebitde zweiter und dritter Stufe 
sind wir zu den Flächen uud Ebenenbündeln zweiter Ordnung und 
deren wichtigsten Eigenschaften geführt worden. Betrachten wir 
jetzt die Erzeugnisse collinearer Grundgebilde, und zwar zu- 
nächst das Erzeugnias von zwei collinearen Böudelu. Das Prin- 
cip der Reciprocität gestattet uns, die gewonnenen Resultate her- 
nach auf das Erzeugniss von zwei collinearen ebenen Feldern zu 
übertragen. 

Wenn zwei collineare Bündel S und Sj weder concentrisch 
noch perspectiv liegen, so erzeugen sie eine Strahlencongruenz 
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rei collineareti Strahlen bündeln. 
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erster Ordnung, in deren Strahlen sich je zwei homologe Ebenen 
der Bündel schneiden. Nämlich durch einen beliebigen Punkt Ä 
des Raumes geht im Allgemeinen nur ein Strahl dieser Congruenz, 
weil der Ebenenbiische! SA des Bändels S mit dem entsprechenden 
Ebenenbüschel von S, im Allgemeinen eine zn der Congruenz 
gehörige Regelschaar erzeugt, und weil von dieser nur ein Strahl 
durch A geht. Mehr als ein Strahl, nämlich unendlich viele 
Strahlen der Congroenz gehen nur dann durch A, wenn die Äxen 
der beiden Ebenenbüschet in A. sich schneiden, wenn also A der 
Schnittpunkt von zwei homologen Strahlen der Bündel ist; in 
diesem Falle ist A ein „singulärer Punkt" der Congruenz, und 
die durch ihn gehenden Strahlen der Congruenz bilden einen Büschel 
erster oder einen Kegel zweiter Ordnung, jenachdem die sie er- 
zeugenden projectiven Ebenenbüschel SA und S,A eine oder keine 
Ebene entsprechend gemein haben. Jede Regelschaar oder Kegel- 
fläche zweiter Ordnung, welche durch homologe Ebenenbüschel 
von S und S, erzeugt wird, geht durch alle Schnittpunkte homo- 
loger Strahlen der Bündel; denn diese singulären Punkte der Con- 
gruenz liegen in je zwei homologen Ebenen der Büschel. 




Wenn die collinearen Bündel S, S^ den Strahl SS^ ent- 
sprechend gemein haben, ao erzeugen sie, wie wir bereits wissen, eine 
lineare Congruenz, d. h, eine Congruenz erster Ordnung und erster 
Classe; wir können diesen Fall als durch den letzten Vortrag er- 
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ledigt betrachten. Wenn zweitens die eollinearen Bündel nicht den 
Strahl SSj, wohl aber eine Ebene -r] entsprechend gemein haben, so 
erzengen ihre in -r\ liegenden homologen Strahl enbüschel eine durch 
S und Si gehende Ciirve zweiter Ordnung fc^, in deren Punkten 
je zwei homologe Strahlen sich schneiden (Fig. 22). Durch jeden 
Punkt P von k^ gehen unendlich viele Strahlen der von S und S, er- 
zeugten Congruenz ; und zwar bilden sie einen gewöhnlichen Strahlen- 
büschel, liegen also in einer siugnlären Ebene der Congruenz. Zwei 
solche singuläi-e Ebenen aber schneiden sich in einer Geraden «, 
deren Punkte ebenfalls Schnittpunkte homologer Strahlen von S 
und Sj sind, weil mehr als ein Strahl der Congruenz durch jeden 
von ihnen geht; der Punkt, in welchem v die Ebene v] schneidet, 
muss deshalb auf der Ciirve k^ liegen. Die Schnittlinien homologer 
Ebenen von S und Sj haben mit v und mit Ä* je einen Punkt 
gemein, und jede Gerade s, welche p und k* in verschiedenen 
Punkten schneidet, gehört zu der von S und S, erzeugten Con- 
gruenz. Da nun eine Ebene im Allgemeinen zwei solche Gerade 
enthält, so ergiebt sich: 

„Zwei nicht eoncen tri sehe, collineare Strahlenbnndei S, S^, die 

„eine Ebene, nicht aber einen Strahl entsprechend gemein haben, 

„erzeugen eine Strahlencongruenz erster Ordnung und zweiter 

„Classe. Die singulären Punkte dieser Congruenz liegen auf 

„einem Kegelschnitt k^ und einer Geraden v, welche sich 

„schneiden, und von denen A* durch die Mittelpunkte der 

„beiden Bündel geht. Die Congruenz besteht aus allen Geraden, 

„welche die Punkte von v mit den Punkten von k^ verbinden." 

Projiciren wir ans zwei beliebigen Punkten P und Q von it^ 

diese Gurve und die Punktreihe v durch zwei paar Strahl enbüachel, 

so sind letztere durch k^ und v projectiv auf einander bezogen; 

und zwar entsprechen die gemeinschaftlichen Strahlen der beiden 

Büschelpaare P und Q einander, weil sie den Schnittpunkt von k^ 

und V projiciren. Durch die projectiven Strahlen büschel wird 

somit eine collineare Verwandtschaft zwischen den Bündeln P und Q 

hergestellt {Seite 7), und zwar so, dass je zwei homologe Ebenen 

der Bündel sich in einer Geraden schneiden, welche mit k^ und 

i; je einen Punkt gemein hat. Ueberhaupt ergiebt sich: 

„Die Congruenz erster Ordnung und zweiter Classe wird aus 
„den Punkten ihrer Leitcurve k' zweiter Ordnung durch eine 
„Reihe coltinearer Bündel projicirt. Ein Bündel dieser Reihe 
„artet aus in den Ebenenbüschel ji"; 
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denu aus dem Schnittpunkte von h^ und v wird die Congruenz 
durch den Büschel v siuguiärer Ebenen projicirt. 

Der Strablencongmena erster Ordnung und zweiter Claese ist 
reciprok die Congruenz erster Classe und zweiter Ordnung. Die- 
se wird erzeugt durch zwei coJlineare ebene Felder, welche 
einen Punkt, aber keine Gerade entsprechend gemein haben. Ihre 
singulären Ebenen bilden einen Ebenenbüscbel zweiter und einen 
Büschel erster Ordnung, und sie besteht aus allen Geraden, in 
welchen die Ebenen der beiden Büschel zu zweien sieb schneiden. 
Alle Tangenten eines Kegels zweiter Ordnung, welche eine gegebene 
Tangente des Kegels schneiden, ohne mit ihr in derselben Be- 
rührungsebene zu liegen, bilden eine Congruenz erster Classe und 
zweiter Ordnung. 

Wir wollen nunmehr annehmen, dass die collineareu Bändel 
S, S^ gar kein Element entsprechend gemein haben. In diesem 
Falle erzeugen die Bündel eine Strahlencongruenz erster Ordnung 
und dritter Classe, deren singulare Punkte in einer „Eaumcurve 
dritter Ordnung" liegen. Nämlich alle durch einen singulären 
Punkt gehenden Strahlen der Congruenz bilden einen irredueiblen 
Kegel zweiter Ordnung, welcher durch alle anderen singulären 
Punkte geht; jeder Schnittpunkt von zwei Strahlen der Congruenz 
ist ein singulärer Punkt und jede Verbindungslinie von zwei 
singulären Punkten ist ein Strahl der Congruenz. Wenn nun 
in irgend einer Ebene mehr als drei Strahlen der Congruenz 
lägen, so würden deren Schnittpunkte sämmtlich singulare Punkte 
sein und durch einen oder jeden derselben ginge ein Strahlen- 
kegel der Congruenz, der mehr als zwei Strahlen mit der Ebene 
gemein hätte; was unmöglich ist. Die Congruenz ist deshalb 
von der dritten Classe, und von ihren singulären Punkten liegen 
höchstens drei in einer Ebene nnd höchstens zwei in einer 
Oeraden. 

Zwei homologe Ebenenbüscbel von S und S^ erzeugen eine 
geradlinige Fläche zweiter Ordnung, nämlich eine in der Congruenz 
enthaltene Kegelfläche oder Regelschaar, jenachdem ihre Äsen 
sich (in einem singulären Punkte) schneiden oder nicht. Zwei 
beliebige so erzeugte Flächen zweiter Ordnung haben denjenigen 
von SS, verschiedenen Strahl der Congruenz mit einander gemein, 
welcher die zwei paar Axen der erzeugenden Ebenenbüschel schneidet; 
sie durchdringen sich ausserdem in einer durch die Punkte iS und S, 
gehenden Raumcurve dritter Ordnung, in deren Punkten sich je 
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zwei Strahlen der Congruenz schneiden, und welche der Ort aller 
ihrer singulären Punkte ist. Also: 

„Zwei nicht concentrische, coUineare Strahlenbündel S, S^, 
„welche kein ESement entsprechend gemein haben, erzeugen eine 
„ Strahlen congruenz erster Ordnung dritter Classe. Die Congruenz 
„enthält alle Sehnen einer Raumeurve k^ dritter Ordnung, 
„welche der Ort ihrer singulären Punkte ist und aus jedem 
„dieser Punkte durch einen Kegel zweiter Ordnang projieirt 
„wird (Fig. 5). Diese cuhische 
,,Baunieurve k^ geht durch die 
„Mittelpunkte der beiden Bün- 
„del, und in jedem ihrer Punkte 
„schneiden sich zwei homologe 
„Strahlen von S und Sj." 
Wenn die Raumcurve k" nebst 
den auf ihr liegenden Punkten S 
und iS'j gegeben ist, so kennen wir 
auch die homologen Kegel zweiter 
Ordnung, durch welche sie aus S 
und Sj projieirt wird. Diese Kegel 
sind durch die Raumcurve projectiv 
auf einander bezogen nud liegen 
perspectiv zu dem Ebenenböschel 
SSi- Da sie kein Element ent- 
sprechend gemein haben, so berühren 
sie sich nicht, sondern schneiden 
sich in dem Strahle SS,. Eine be- 
liebige Ebene begegnet den beiden 
Kegeln in Ourven zweiter Ordnang, 
welche sich in einem auf SSj lie- 
genden Punkte schneiden und folg- 
lich noch mindestens einen reellen Punkt und höchstens drei 
Punkte mit einauder gemein haben. Also: 

„Die cuhische Raumcurve Ä' hat mit einer beiiehigen Ebene 
„mindestens einen reellen Punkt und höchstens drei Punkte 
„gemein," 

Durch die projectiven Kegel S(k^) und Si(Ä*) ist die colli- 
neare Verwandtschaft der Bündel Snnd S^ völlig bestimmt (Seite 10), 
sodass durch die Raumcurve k^ auch die von S und 5^ erzeugte 
Congruenz gegeben ist. Jede Sehne oder Tangente von Ä" wird 
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aus S und S^ durch zwei homologe Schnitt- oder Beriihrungs- 
ebeuen jener Kegel projicirt und gehört zu der Cougruenz. Wir 
können aber auch jeden Strahl der Congruenz, welcher aus S 
nnd Äj durch zwei ausserhalb jener Kegel liegende Ebenen pro- 
jicirt wird, als eine (un eigentliche) Sehne der Baumcurve k^ auf- 
fassen; denn er sehneidet die beiden in jeneu Ebenen enthaltenen 
homologen Strahlenbüschel von S und Sj in zwei projectiven 
Punktreihen, deren entsprechend gemeinschaftliche Punkte aufÄ' 
liegen, aber freilich conjugirt imaginär sind. Wir dürfen des- 
halb sagen: 

„Die Congruenz erster Ordnung und dritter Classe besteht 
„aus den Sehnea*) der cubischen Baumcurve k^, welche die 
„singulären Punkte der Congruenz enthält. Ein Strahl der 
„Congruenz ist eine eigentliche oder uneigentliche Sehne von i^ 
„jenachdem er zwei reelle oder zwei conjugirt imaginäre Puntte 
„der Curve verbindet. Durch einen Punkt, der nicht auf h^ 
„liegt, geht allemal eine Sehne dieser Curve. Auch die Tan- 
„genten der Curve k^ gehören zu der Congruenz; sie trennen 
„in derselben die eigentlichen Sehnen von den un eigentlichen 
„und haben je zwei zusammenfallende Punkte mit der Carve f 
,, gemein. Wir wollen k^ die Ordnungscurve der Congruenz 
„nennen." 

Die Raumcurve k^ kann mit zwei beliebigen Sehnen «, h, 
und ebenso mit zwei beliebigen Punkten A, B durch eine gerad- 
linige Fläche zweiter Ordnung verbunden werden, welche eine 
Schaar von Sehnen enthält; denn durch A und B gehen zwei 
Sehneu a, h, die Ebenenpaare aber, durch welche die beiden Sehnen 
aus S und S^ projicirt werden, schneiden sich (Pig. 23, nächste Seite) 
in den Axen g, g^ von zwei homologen Ebenenbüseheln der collinearen 
Bündel, und diese Büschel erzeugen jene Fläche. Da die Fläche 
zweiter Ordnung auch von einer Geraden beschrieben wird, welche 
an k^ hingleitet und dabei die Sehnen « und b beständig schneidet, 
so ergiebt sich der Satz: 



*t In der ersten Auflage dieses Buches nannte ich die Strahlen der Con- 
gruenz nicht „Sehnen", sondern „Secanten" der cubischen Raumcurve. Diese 
ältere Bezeichnung wird von rachgenosaen noch häufig angewendet; ich 
ziehe jedoch seit der zweiten Auflage die Bezeichnungen „Sehnen" oder 
„Biaecanten" vor, weil ich den Namen „Secante" jeder Geraden vorbehalten 
möchte, welche die Curve schneidet. 

Beye, Oeomettie der Lage, n, 3, Aufl. jg 
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„Die cubische Ranmcurve /c^ wird aus je zwei ihrer Sehnen 
„durch projeetive Ebenenbüschel projicirt"; 
denn die Ebenen, welche die Sehnen «, h mit jeuer beweglieben 
Geraden und folglich mit einem beweglichen Punkt von 1;^ ver- 
binden, beschreiben um « und h zwei projeetive Ebenenbüsehel, 
Der Satz gilt auch dann, wenn a uud b sich auf der Cun"e 
schneiden, also mit ihr auf eiuem Kegel zweiter Ordnung liegen. 
Wir wollen ihn zunächst zu einer linearen Constructiou von 
mgsebenen der Cnrve k^ benutzen. 




Hei a die Tangente von k^ in einem Punkte Ä, und h irgend 
eine andere Sehne. Wenn dann ein Punkt P die Ranmcurve t* 
durchläuft, so beschreiben die Ebenen «P und hl' zwei projeetive 
Ebenenbüschel um a und h. Nun geht aber aP über in die 
Sehmiegungsebene von A , wenn P sieb dem Punkte A unbegrenzt 
nähert; zugleich gebt bP über in die Ebene bA. Sobald also 
die projeetive Beziehung der Ebenenbüschel a und b durch drei 
paar homologe Ebenen festgestellt ist, finden wir die Sehmiegungs- 
ebene des Punktes Ä, indem wir zu der Ebene bA die entsprechende 
im Büschel a construireu. — Wenn die Sehne b durch den Punkt A 
geht, so nähert sich, indem der bewegliche Punkt P an den Punkt A 
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hiaaurückt, die Gerade AP anbegreiizt der Tangeute a und die 
Ebene öPder Ebene ba; ziigleicli aber gebt aPüber in die Ebene, 
welche im Stralile a den durch , die Büschel a und 6 erzeugten 
Kegel zweiter Ordnung berührt. Also: 

..Die SohmieguDgsebene eines beliebigen Cnrvenpunktes Ä 
„geht durch die Tangente a dieses Punktes und berührt in a 
„den Kegel zweiter Ordnung, durch welchen die Raumeurve k^ 
„aus Ä projieirt wird." 

Um ohne Hülfe der colUnearen Strahlenbüude) durch einen 
beliebigen Punkt Q eine Sehne der Raumeurve zu legen, verbinden 
wir Q mit irgend einem Punkte P von k^ durch eine Gerade y 
und legen durch g zwei Ebenen, welche die Curve in je zwei 
von P verschiedenen Punkten schneiden. Die Verbindungslinien a, 
h dieser Punktepaare liegen mit der Raumeurve auf einer Regel- 
fläche zweiter Ordnung, welche auch die Gerade g enthält; denn 
g hat die drei Punkte ^«, gb und Pmit der Fläche gemein. Von 
derjenigen Regelschaar dieser leicht zu construirenden Fläche, zu 
welcher a und h gehören, geht ein Strahl durch den Punkt Q\ 
dieser Strahl aber ist die gesuchte Sehne. Diese lineare Con- 
atruction führt stets zum Ziel, anch wenn die durch Q gehende 
Sehne eine nneigeutliche ist. Beiläufig ergiebt sich: 

„Durch eine eubische Raumeurve und eine Gerade g, welche 
„die Curve in einem Punkte schneidet, aber keine Sehne der- 
„selben ist, kann eine einzige Regelüäche zweiter Ordnung 
,, gelegt werden. Die eine Regelschaar dieser Fläche besteht 
„aus Sehnen der Curve; die Strahlen der anderen Regelschaar, 
„welcher g angehört, schneiden die Raumeurve in je einem 
„Punkte." 

Zur Begründung der letzten Bemerkung sei hervorgehoben, 
dass jeder Strahl g' der zweiten Schaar mit jeder eigentlichen 
Sehne der ersteren Regelschaar durch eine Ebene verbunden werden 
kann, welche mit der Raumeurve drei Punkte gemein hat; nur zwei 
dieser Punkte liegen auf der Sehne, und folglich liegt der dritte 
auf g'. 

Projicireu wir ans einem beliebigen Punkte S^ der Raum- 
eurve k^ die Sehnen CO ngmenz derselben, so ist je zwei homologen 
Ebenen a und a^ der collinearen Bündel S, S, eine durch ihre 
Schnittlinie aa, gehende Ebene »g von Sj zugewiesen, und da 
die Sehnen von k^, welche durch zwei homologe Ebenenbüschel von S 
und Sj erzeugt werden, auf einer durch S^ gehenden Kegelüäche 
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oder Regelschaar zweiter Ordnung liegen, so werden sie ans -?g 
durch einen dritten Ebenenbüschel projicirt, dessen Äxe gleich- 
falls anf der Kegelfläche liegt, resp, ein Leitstrahl der Regel- 
schaar ist. Es entspricht also nicht nur jeder Ebene von S eine 
Ebene von iS'^, sondern auch jedem Ebenenbüschel erster Ordnung 
von S ein solcher von S^ ; die Bündel S und Äj sind demnach ebenso 
wie S nud Si collinear so auf einander bezogen, dass sie die Sehnen- 
congruenz der Rauincurve k^ erzeugen. Die Mittelpunkte S, 5", 
der ursprünglich angenommenen colliuearen Bündel können folg- 
lich mit beliebigen anderen Punkten S^ , S^ der Raumcurve ver- 
tauscht werden, sie zeichnen sich nicht aus vor den übrigen 
Punkten von Ä', nnd was von ihnen bewiesen wird, gilt auch von 
den anderen Curven punkten. Insbesondere gilt der wichtige Satz: 
„Aus je zwei auf ihr liegenden Punkten wird die Raumcurve 
„dritter Ordnung durch projective Kegel zweiter Ordnung, und 
,,wird ihre Sehnen congruenz durch coUineare Bündel projicirt; 
,, nämlich jede Sehne wird durch homologe Ebenen dieser Bündel, 
„und jeder Punkt der Curve durch homologe Strahlen jeuer 
„Kegel projicirt." 

Wenn die beiden homologen Strahlen die Kegel beschreiben, 

so durchläuft zugleich ihr Schnittpunkt die ganze Raumcurve. 

„Die cuhische Raumcurve ist deshalb als eine in sich zusammen- 

„ hängende, geschlossene Linie zu betrachten ; sie besteht nicht aus 

„getrennten Zügen, ist vielmehr wie jeder Kegelschnitt einzügig." 

Jede durch S gelegte Ebene enthält mindestens eine Sehne 

der Raumcurve, nämlich ihre Schnittlinie mit der entsprechenden 

Ebene des Bündels Si- Hat die Ebene drei Punkte mit der Curve 

gemein, so gehören die drei Verbindungslinien dieser Punkte zn 

der Sehnencongruenz; enthält die Ebene ausser S nur noch einen 

Punkt P der Curve, so berührt sie die Curve in S oder P und 

enthält nur zwei Strahlen der Sehnencongruenz, nämlich SP und 

die Tangente des Berührungspunktes. Weil nun S ein beliebiger 

Punkt der Ranmenrve ist, und letztere mit jeder Ebene mindestens 

einen reellen Punkt gemein hat, wei! ferner jeder Schnittpunkt 

von zwei Sehnen auf der Ordnungseurve liegt, so ergiebt sich: 

„Jede Ebene enthält genau so viele reelle Sehnen wie reelle 

„Punkte der cubischen Raumcurve, also mindestens eine und 

,, höchstens drei." 

Eine Raumcurve dritter Ordnung kann auch durch Regel- 
flachen erzeugt werden, wie der folgende Satz lehrt: 



Hosted by 



Google 



Baumcurven und Bbenenbüschel dritter Ordnung. 197 

„Zwei Regelflächen B und ß, oder eine Begelfläche B and 
„ein Kegel if zweiter Ordnung, welche sich in einem Strahle a 
„schneiden, haben im Allgemeinen noch eine eubisolie Rauni- 
„cnrve k^ gemein, von welcher a eine Sehne ist." 
Die durch a gelegten Ebenen schneiden die Flächen in je zwei 
von a verscliie denen Strahlen. Weisen wir diese Strahlen einander 
als entsprechende zu, so sind die beiden Regeischaaren von B und B^, 
denen der Strahl a nicht angehört, oder auch eine Regelschaar von E 
und der Kegel K auf den Ebenenbüschel a perspectiv und folg- 
lich auf einander projectiv bezogen. Je zwei homologe Strahlen 
der Flächen schneiden sich nun in einem Punkte einer Curve /.' 
und alle diese Schnittpunkte werden aus einem beliebigen P unter 
ihnen durch die Strahlen eines Kegels zweiter Ordnung projicirt. 
Denn die beiden projectiven Strahlengebilde von B und 7?, oder von 
B und K werden aus dem Punkte F durch projective Ebenenbüschel 
erster Ordnung projicirt, welche den Kege! zweiter Ordnung er- 
zeugen. Die Curve l:^ ist also eine Raumcurve dritter Ordnung, 
wenn nicht die durch sie gelegten Kegel zweiter Ordnung alle 
oder zum Thei! in Strahlenbßschel erster Oi-dnnng zerfallen, was 
möglich ist. In diesem besonderen Falle besteht die enbische 
Raumcurve aus einer Geraden und einem Kegelschnitt oder auch 
aus drei Geraden, oder sie reducirt sich auf eine oder zwei Ge- 
rade. — Weil jeder mit a ineidente Strahl g der Regelfläche B nur 
einen Punkt mit der Raumcurve k^ gemein hat, ohne k" zu berühren, 
und weil durch (j und k^ nur eine einzige Regelfläche gelegt werden 
kann, deren zweite Regelschaar aus Sehnen der Curve besteht, so 
ist auch a eine Sehne der Raumcurve k^. 

„Drei projective Ebenenbüschel, deren Axen «, «,, «^ nicht 
„durch einen und denselben Punkt gehen, erzeugen im AU- 
„gemeinen eine enbische Raumcurve ^^ von welcher a, a^, a^ 
„drei Sehnen sind. In jedem Punkte von k^ schneiden sich drei 
„homologe Ebenen der Büschel."' 
Nämlich der Büschel a erzeugt mit jedem der beiden anderen 
Büschel einen Kegel oder eine Regelfläche, und die beiden so ent- 
stehenden Flächen haben die Gerade a entsprechend gemein. Der 
Satz ist hiedurch auf den vorhergehenden zurückgeführt. Er kann 
als Umkehrung eines früher (Seite 194) bewiesenen Satzes be- 
trachtet werden. Durch ihn lösen wir die Aufgabe: 

„Eine Raumcurve dritter Ordnung zu construiren, von welcher 
„drei Punkte B, Q, R gegeben sind nebst drei Sehnen a, a^, a^. 
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„die weder durch jene Punkte gehen, noch deren Verbindungs- 
„Hnien schneiden." 
Wir beziehen nämlich die Ebenenbüscbel a, «j, «j projectiv so 
auf einander, dass in jedem der Punkte P, Q, K drei homologe 
Ebenen sich schneiden. Durch die Ebenenbüscbel wird alsdann 
die gesuchte Curve erzeugt. Bilden die Sehnen a, Oj, «j ein 
Dreieck, so geht die Raiimcurve auch durch dessen Eckpunkte, 
also im Ganzen durch sechs willkürlich gegebene Punkte, und 
ist durch die sechs Punkte bestimmt. 

„Eine Regelschaar oder Kegelfläehe zweiter Ordnung erzeugt 
„mit einem zu ihr projectiven Ebenenbüscbel erster Ordnung 
„im Allgemeinen eine cubische Kaumcurve, welche die Axe a 
„des Ebenenbüschels und jeden Leitstrabi «j der Schaar resp. 
„jeden Strahl «^ des Kegels zur Sehne hat." 
Denn seien «^ und a^ zwei beliebige, zu dem Strahlengebilde perspec- 
tive Ebenenbüschel, so sind dieselben projectiv zu dem Ebenen- 
büscbel a und erzeugen mit ihm die Raumcurve. Auch hier über- 
gehe ich die Ausnahmefälle. 

„Wenn zwei verschiedene cubische Raumcurven k'^ und kl auf 

,, einem Kegel P{k^) zweiter Ordnung liegen, so haben sie ausser 

„ dem Mittelpunkte P des Kegels im Allgemeinen und höchstens vier 

„Punkte gemein, die paarweise conjugirt imaginär sein können." 

Nämlich die Verbindungslinie g von zwei beliebigen Punkten der 

Curven k'* und k^ kann mit den Curven durch zwei RegeJfiächen 

zweiter Ordnung verbunden werden (Seite 195); diese aber haben 

ausser^ eine cubische Räumen r ve i^ gemein, welche durch P geht 

und den Kegel P(k*) in den übrigen gemeinschaftlichen Punkten 

von k^ und kf schneidet oder berührt. Nun wird aber l^ aus 

dem Punkte P durch einen Kegel P(/^) zweiter Ordnung projicirt, 

welcher mit P{k^) im Allgemeinen und höchstens vier Strahlen 

gemein hat*) ; die vier durch diese Strahlen projicirten Punkte von 



*) Die SchnittcuiTen dieser beiden Kegel zweiter Ordnung mit einer be- 
liebigen Ebene haben nämlicb i. Ä, vier Funkte gemein, die aber paarweise 
conjugirt imaginär sein können. Denn sie bestimmen einen Eegelschnitt- 
büschel, welcher i. A. drei Strahlenpaare enthält, und letztere sind die drei 
ips&T Gegenseiten eines den drei Kegelschnitten eingeschriebenen Vierecks 
(I. Abth. S. 235). Von den drei Strahlenpaaten besteht entweder nur 
eines oder jedes aus zwei reellen Strahlen, und im ereteren Falle enthält 
entweder einer oder jeder dieser beiden reellen Strahlen zwei conjugirt ima- 
ginäre Eckpunkte des Vierecks als die Doppelpunkte einer elliptischen Inro- 
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/ Sind gemeinscliattliche Punkte von k^ nnd Äf. Von den secbs 
geraein'schafthche i Sehnen dei Raumcarven, welche diese vier 
Punkte verlmdtn siu 1 minde&ten=i zwei einander gegenüberliegende 
leell (\gl die inmerknug zu S 19S) Wenn eine oder jede dieser 
beiden leellen Sehnen zwei cnnjiigirt imaginäre Punkte von &' 
und Ä| enthalt so sind die nbiigen vier Sehnen imaginär. Von 
den viei Punkten fallen zwei oder mehrere znsammen, wenn die 
Kegel 1 Q '^) und PiP) ich berühren oder osculiren; dann aber 
leruhren odei o'?culiien sich aucl die Raiimcnrven k^ und kf. 

Auf einer Eegelfiache zweiiei Oidnung R^ können im All- 
gemeinen zwei cubische Riuncunen construirt werden, welche 
durch drei aut B angenommene Punkte J, B, C gehen und eine 
nieht auf J hegen le Getide n zui Sehne haben. Bezieht man 
namlich die beiden Regel «ch aar en dei Fläche R'^ projectiv auf den 
El enenbuschel a so ^att ihre lurch i B und C gehenden Strahlen 
leu resp Ebenen t 1 aB und tC entsprechen, so erzeugen sie 
mit dem Ebenenl ischel die beideu Raumeurveu. Letztere gehen durch 
jeden Punkt welchen die Gerade i mit i^^ gemein hat, und es folgt: 
Auf emet Regelfldche F zweitei Ordnung giebt es im All- 
gemeinen und h chstena zwei cubische Raumcuvven, die durch 
fmf auf J?" gegebene Punkte ^eben; jede Regelschaur von R^ 
iesteht aus Sehnen \on e nti dieser Räume urven und liegt zu 
dei anderen perspectii 
\on Wichtigkeit ist folgende Umkehrnng dieses Satzes: 

Zwei cubische Raumcanen l^ und kf haben i. Ä. fünf Punkte 
gemein wenn sie auf einei Regelfläche B^ liegen, und wenn 
die beiden Regelschairen vrn R aus Sehnen von je einer 
diesei Riumeuiven bestehen mmdestens einer dieser fiinf 
Pmkte i&t leell 
^eien namlich 4 ß zwei Punkte \on Ä^ die auf einer Geraden^ 
\on R^ liegen und sei ( der lon ihnen i. A. verschiedene Schnitt- 
punkt von <f mit kl freite 195J Dinn berührt der Kegel A{k^) 
zweiter Ordnung duich welchen A* aus A projicirt wird, in B 
die Rpgelflache A und schneidet folglich R^ und zugleich die 
Riumenrve ÄJ im Punkte ( Ein diese Cur ve ij durchlaufender 

lation deren I unkte paarwe se coßjug rfc sind bezüglich beider Kegelsclinitte. 
Die drei Schnittpunkte der dre °'t ahlenpaare bilden das Poldreieck dea 
Kegel sehn 1 ttl üschele nl eigelen ch m tteUt einer cubischen Construction; 
die Stiahlenpiarp sei ?t sigeben s ch so innn ah Doppelgtrahlen involntorisclier 
BüBchel. 
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Puiikt wird deshalb im Punkte C den Kegel A{k^) Überschreiten, 
etwa indem er von aussen nach innen sich bewegt; er muss aber, 
weil kf eine zusammenhängende, einzügige Raumcurve ist, in 
irgend einem anderen reellen Punkte P wieder aus dem Kegel 
heraustreten. Dieser Punkt P nun liegt nicht nur auf kf, son- 
dern zugleich auf k^; denn er ist ein gemeinschaftlicher Punkt 
der Eegelfläche R^ und des Kegels Ä{k'^), die sieh in ^ und k^ 
schneiden, und da er nicht auf der Geraden g liegt, so ist er ein 
Punkt von Ic^. Die beiden eoncentrischen Kegel zweiter Ordnung, 
durch welche k^ und ÄJ aus diesem gemeinschaftlichen Punkte 
Pprojicirt werden, haben i. Ä. vier reelle oder imaginäre Strahlen 
gemein, welche die Fläche B^ in den übrigen vier gemeinschaftlichen 
Punkten von h^ und kf schneiden. Von den sechs gemeinschaft- 
lichen Sehnen der Raumcurven, welche diese vier Punkte verbinden, 
sind mindestens zwei einander gegenüberliegende reell (vgl. die 
Anmerkung Seite 198). Wenn die Kegel P{k^) und P{kl) sich 
berühren oder osculiren, so berühren oder oscnliren sich auch die 
Raumcurven k^ und kf, indem awei oder mehr als zwei ihrer 
fünf gemeinschaftlichen Punkte sich vereinigen. 

„Zwei cubische Raumcurven k^ und kf haben im Allgemeinen 

„und höchstens vier reelle oder imaginäre Punkte gemein, wenn 

„sie auf einer Regelfläche ß^ liegen und die Strahlen i(, m,, w^, . . . 

„der einen Regelschaar von E- zu gemeinschaftlichen Sehnen 

,, haben. " 
Dass sie nicht mehr als vier Punkte gemein haben können, ohne 
zusammenzufallen, lehrt schon einer der vorbeigehenden Sätze. 
Durch die zweite Regelschaar von B^ und durch die sie erzeugenden 
Ebenenbüschel m, m^ werden k^ und kj projectiv so auf ein- 
ander, bezogen, dass sie jeden ihrer gemeinschaftlichen Punkte 
entsprechend gemein haben. Projiciren wir nun k^ and kl aus 
zwei durch einen Punkt P au .sie gezogenen Sehnen v und t'^, so 
erhalten wir zwei zu u und u, projective Ebeneubüschel v, v^, 
welche mit w und w, die beiden Raumcurven erzengen. In den 
gemeinschaftiicheu Punkten von k^ und kf schneiden sich je vier 
homologe Ebenen von u, «j, v und v^. Nun erzeugen aber die 
Büschel V und v^ mit einander einen Kegel K- zweiter Ordnung 
und mit u resp. w, eine cubische Raumcurve P resp. If, welche 
durch P geht und auf K^ liegt. Die beiden Raumcurven P und 
ZJ haben ausser P vier Punkte gemein (Seite 198), in denen je 
vier homologe Ebenen von u, Wj, v und v, sich schneiden und 
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durch welche folglich auch Z:' und ij gehen. Damit ist der Satz 
bewiesen; zugleich ergiebt sich aus froheren Erwägungen (Seite 199) 
der Zusatz: 

„Von den sechs gemeinseh aftliehen Sehnen von k^ und Jcf, 
„welche diese vier Punkte verbinden, sind mindestens zwei ein- 
,,ande]' gegenüberliegende reell." 

Vier projective Ebenenbiischel erster Ordnung, die beliebig 
im Räume liegen, erzeugen zu dreien vier cubische Ranmeurven; 
je zwei der letzteren liegen auf einer Regelfläehe, welche durch 
zwei der projectiven Büschel erzeugt wird, und haben eine Schaar 
gemeinschaftlicher Sehnen, sowie i. Ä. und höchstens vier gemein- 
schaftliche Punkte. Also (vgl. I. Abfch. Seite 134): 

„Es giebt im Aügemeinen vier Punkte, in welchen je vier 
„homologe Ebenen von vier beliebigen projectiven Ebenen- 
„büscheln erster Ordnung sieh sehneiden. Sind mehr als vier 
„solche Punkte vorhanden, so liegen die vier Büschel zu einer 
„Punktreihe erster, zweiter oder dritter Ordnung perspectiv." 
Noch möge der folgende Satz hier Platz finden: 
„Durch sechs Punkte S, S^, A, B, C, Z>, von denen keine 
„vier in einer Ebene liegen, kann nur eine Raumcurve dritter 
,, Ordnung gelegt werden." 
Denn die beiden Kegel zweiter Ordnung, durch welche die Ourve 
aus den Punkten *S und S, projicirt wird, sind durch die Strahlen, 
welche jeden dieser Punkte mit den fünf übrigen verbinden, völlig 
bestimmt. Die Ourve wird wohl am leichtesten eonstruirt, indem 
man drei der sechs Punkt« durch Sehnen verbindet und wie oheu 
(Seite 198) verfährt. Zwei cubische Raumcurveu können also 
höchstens fünf Punkte mit einander gemein haben, ohne zusammen 
zu fallen. — Ganz analog ist der Satz zu beweisen: 

„Eine cubische Raumcurve ist eindeutig bestimmt durch fünf 
,, ihrer Punkte und die Tangente in einem derselben, oder durch 
„vier Punkte und die Tangenten in zwei derselben, oder durch 
,,drei Punkte und deren Tangeuten." 
Denn sind z. B. A, B, C drei Punkte der Curve, nnd a, b, c ihre 
Tangenten, so geht der Kegel zweiter Ordnung, durch welchen 
die Cnrve aus dem Punkte A projicirt wird, durch die drei Strahlen 
a. AB und AC und berührt in den Jetzfceren beiden die resp. 
Ebenen Ab nnd Ac. Der Kegel ist also völlig bestimmt, und eben- 
so der Kegel zweiter Ordnung, durch welchen die Curve aus B 
oder C projicirt wird, 
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„Eine eubische Raumcurve ist im Allgemeiuen eindeutig bu- 

„stimmt, wenn von ihr gegeben sind zwei Punkte und vier 

„Sehnen, oder drei Punkte und drei Sehnen, oder fünf Punkte 

„und eine Sehne." 

Denn im ersten dieser Fälle ist die eolHneare Verwandtschaft der 

beiden Strahienbündel, durch welche die Sehuencongruenz der Raum- 

curve aus den beiden gegebenen Curvenpunkten projicirt wird, 

im Allgemeinen völlig bestimmt dnrch die vier Paare homologer 

Ebenen, die sich in den vier gegebenen Sehnen schneiden. Wenn 

drei von den vier Sehnen ein Dreieck bilden, so geht die 

Raumcurve durch dessen Eckpunkte; damit aber ist der dritte 

Fall des Satzes erledigt. Der zweite Fall wurde schon vorhin 

besprochen. 

Uebertragen wir jetzt die bisherigen Sätze dualistisch auf die 
von collinearen Feldern erzeugte Strahlencongruenz , ao ergiebt 
sich Folgendes: 

„Zwei coUineare ebene Felder t] nnd T]^, welche nicht in der- 
,, selben Ebene liegen und kein Element entsprechend gemein 
,, haben, erzeugen eine Strahlen eongruenz erster Classe und dritter 
„Ordnung, ausserdem aber einen Ebenenbüschel dritter Ordnung. 
,, Jeder Strahl der Congrueuz verbindet zwei homologe Punkte, 
„jede Ebene des cubisohen Büschels verbindet zwei homologe 
,, Gerade von tj und >],. Wir wollen jeden Strahl der Cougruenz 
„eine Axe dieses cubisohen Ebenenbiischels, letzteren aber den 
„Ordnungsbüschel der Congrueuz nennen. In den Axen 
„des Ebenenbüsehela schneiden sich i. A. je zwei Ebenen desselben. 
„In einer beliebigen Ebene liegt im Allgemeinen nur eine Axe 
,,des cubischen Büschels; nur wenn die Ebene dem Büsche! selbst 
„angehört, liegen in ihr unendlich viele Axen, und zwar bilden 
„diese einen Strahlenbüschel zweiter Ordnung und sind die 
„ Schnittlinien der Ebene mit den übrigen Ebenen des Büschels. 
„In jeder Ebene des cnbischen Biiaehels giebt es eine Axe, durch 
„welche keine zweite Ebene desselben geht; dieselbe heisst der 
„Berührungstrahl der Ebene, und derjenige Punkt dieser Axe, 
„welcher auf keiner zweiten Axe liegt, heisst der Anschmie- 
„gungspunkt der Ebene. Durch einen beliebigen Punkt des 
„Raumes gehen höchstens drei reelle Ebenen des Büschels, und 
„mindestens eine, sowie eben so viele reelle Axen des Büschels. 
„Der eubische Ebenenbüschel wird von je zwei seiner Axen in 
„projeetiven Punktreihen geschnitten, nämlich jede Ebene des 
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„Büschels in zwei homologen Punkten der Pnnktreihen. Die 
„Axencongrueuz wird von je zwei Ebenen ihres Ordnungabiischels 
„in collineareu Feldern geschnitten; nämlich jede dritte Ebene 
„des Ordnungsbüschels wird in homologen Strahlen und jeder 
„Strahl der Äxencongruenz wird in homologen Punkten der 
„ colliuearen Felder geschnitten. Zwei beliebige Äxen können 
„durch eine Fläche zweiter Classe verbunden werden, welche 
„alle Ebenen des cnbischen Büschels berührt. Drei projective 
„Punktreihen erster Ordnung, deren Träger a, ß^, ög nicht in 
„einer Ebene liegen, erzeugen im Allgemeinen einen cubischen 
„ Ebenenhüschel, von welchem «, «^, a^ drei Axen sind; ebenso 
„eine Pouktreihe erster Ordnung und eine zu ihr projective 
„ Reg elsehaar. Durch sechs Ebenen, von denen keine vier durch 
,, einen Punkt gehen, kann nur ein Ebenenbüschel dritter Ord- 
„nung gelegt werden." U. s. w. 

Wie bei den Kegelschnitten, so können wir auch bei den 
cubischen Eanmenrven mehrere Arten unterscheiden je nach der 
Anzahl und Lage ihrer unendlich fernen Punkte. Wir können 
die Tangente eines unendlich fernen Punktes seine Asymptote 
und die Schmiegnugsebene des Punktes seine Asymptotenebene 
nennen. Aus jedem ihrer unendlich fernen Punkte wird eine 
cubische Bannicurve durch einen Cylinder zweiter Ordnung pro- 
jicirt. Die Raumcurve wird von der unendlich fernen Ebene ent- 
weder iu drei Punkten ge.schnitten, oder sie hat mit der Ebene nur 
einen Schnittpunkt gemein, oder sie wird von ihr in einem Punkte 
geschnitten und in einem anderen berührt, oder endlich die un- 
endlich ferne Ebene schmiegt sieh ihr in einem Punkte an. Wir 
erhalten demnach vier Arten von cubischen Raumcurven, welchen 
Seydewitz folgende Namen gegeben hat: 

1) Die räumliche Hyperbel. Sie hat drei unendlich ferne 
Punkte, deren Asymptoten und Äsymptotenebeuen in end- 
licher Entfernung liegen. In ihr schneiden sich drei hyper- 
bolische Cylinder, deren sechs Asymptoten ebenen paarweise pa- 
rallel sind. 

2) Die räumliche Ellipse (Fig. 5 Seite 192). Sie besitzt nur 
einen reellen unendlich fernen Punkt, dessen Asymptote und 
Asymptotenebene in endlicher Entfernung liegen. Durch sie 
kann nur ein einziger Cylinder und zwar ein elliptischer gelegt 
werden. 

3) Die parabolische Hyperbel besitzt zwei unendlich ferne 



Hosted by 



Google 



204 Einundzwanzigster Vortrag. 

Paukte, von deren Äsympfcoteu die eine unendlich fem liegt, 
die andere dagegen nebst den beiden Asymptotenebenen 
in endlicher Entfernung. Durch die parabolische Hyperbel 
kann ein parabolischer und ein hyperbolischer Cylinder ge- 
legt werden, 
4) Die räumliche Parabel enthält nur einen nnendlich fernen 
Punkt, dessen Asymptote und Asymptotenebene unendlich 
fern liegen. Durch sie kann nur ein einziger Cylinder ge- 
legt werden, nämlich ein parabolischer. 



Einundzwanzigster Vortrag. 

Projective Beziehungen nnd Polarität der cubischen 
Raumcurven und Ebenenbtischel. 



Die meisten bisherigen Sätze über Raumcurven und Ebeneu- 
büschel dritter Orduung lassen sich weit einfacher aussprechen, wenn 
wir den Begriff der projectiven Verwandtschaft auf diese Gebilde 
ausdehnen. Zu dem Ende steilen wir folgende Definitionen auf: 
Vier Ebenen eines cubischen 
Ebenen büschela k^ heissen har- 
monische Ebenen des Büschels, 
wenn sie vou irgend einer und 
folglieh vou jeder Ase desselben 
in vier harmonischen Punkten, 
also auch von jeder Ebene s des 
Büschels in vier harmonischen 
Strahlen des Büscheis o(x^) ge- 
schnitten werden, 
i wollen wir die Raumcurve und den Ebenenbüachel 
dritter Ordnung mit dem Namen „Elementargebilde dritter Ord- 
nung" bezeichnen. Auch auf sie finden dann ohne Weiteres die 
allgemeinen Definitionen und Sätze Anwendung, welche früher 
(1. Abth. Seite 125) für die Elementargebilde erster und zweiter 
Ordnung ausgesprochen wurden; z. B,: 



Vier Punkte einer cul 
Raumcurve k^ heissen harmoni- 
sche Punkte der Curve, wenn 
sie aus irgend einer und folg- 
lich {Seite 194) aus jeder Sehne 
der Curve dnrch vier harmonische 
Ebenen, also auch aus jedem 
Punkte S der Curve durch vier 
harmonische Strahlen des Kegele 
Si^") projicirt werden. 
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„Zwei projective Ranmcurven dritter Ordnung, die auf ein- 
„ander liegen, haben entweder alle ihre Punkte, oder höchstens 
„zwei Punkte entsprechend gemein." 

Die cuhische Raumcnrve k^ wird aus jeder Sehne u durch 
einen zu k^ perspectiven Ebenenbüsehel und ans jedem ihrer 
Punkte S durch einen zu ihr perspectiven Kegel Sk^ zweiter 
Ordnung projieirt. Zwei zu k^ perspective Ebenenbüsehel u und 
M, erzeugen eine zu der Curve perspective Kegelfläehe oder 
Regelschaar, je nachdem ihre' Axen sich schneiden oder nicht. 
Mehrere frühere Sätze können jetzt wie folgt s 
werden : 



Alle Ebenenbüsehel, Kegel 
zweiter Ordnung und EegeUchaor- 
ren, welche zu einer Baumcurve 
dritter Ordnung perspectiv liegen, 
sind zu einander projediv. 



Alle Punktreihen, Büschel 
zweiter Ordnung und Eegelschaa- 
ren, welche zu einem Ebenenbüsehel 
dritter Ordnung perspectiv liegen, 
sind zu einander projectiv. 



Da eine cuhisehe Raumcurve durch drei zu ihr perspective 
Ebenenbüsehel erzeugt wird, so ergiebt sich aus einem früheren 
Satze (Seite 201): 

, Wenn eine cuhisehe Raumcurve zu einem Ebenenbüschel erster 
„Oidnung projectn, aber nicht perspectiv ist, so gehen i. A. 
,,und höchstens vier Ebenen des Büschels durch die ihnen ent- 
, sprechenden Punkte der Curve." 
Alit dei cubii^chen Ranmcurve k^ ist einerseits eine „lineare 
Congruenz" u^\ von -^^ projectiven Ebenenbüscheln, andererseits 
eine „Reihe" '^^ von "^^ colhnearen Bündeln gegeben. Und zwar 
liegen die Büschel lon \Ui\ perspectiv zu /^:^ ihre Axen sind die 
Sehnen von ä ', und beliebige drei von ihnen erzeugen die Raum- 
curve, die Bündel der Reihe |S^ aber erzeugen zu zweien die 
Sehnencongi uenz von A^, und k^ ist der Ort ihrer Mittelpunkte. 
Wn nennen P die ,Ordnungicurve" der Büschel congruenz \u^\ 
und der Bundelreihe '^jl Die Bündel von |>5i| bestehen aus je 
?o° homologen Ebenen der Büschel von i% , diese Büschel aber 
werden von je ^^ homologen Ebenen der Bündel von \S^\ ge- 
bildet. Jede der beiden Mannigfaltigkeiten |mj| nnd jS^ erzeugt 
auf diese Weise alle Grundgebilde der anderen und ist auf jedes 
derselben eindeutig, oder, wie wir sagen dürfen, projectiv bezogen. 
Die colliuearen Bündel der Reihe |S(| erzeugen durch ihre 
homologen Ebenenbüschel die co^ in der Congruenz Im^J enthal- 
tenen Büschelschaaren |mi . Von jeder solchen Sehaar liegen die 
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Äxen ihrer :x; ' Büschel mit h^ auf eiaer geradlißigeu Fläche zwei- 
ter Ordnung und sind Sehnen von k^; ihre Büschel erzeugen mit 
eiuander eine und dieselbe zu k^ perspective Eegelschaar oder Kegel- 
fläehe, und je zwei dieser Büschel bestimmen die Schaar. Die 
Congrueijz .u^\ enthält jede durch zwei ihrer projectiven Büschel 
bestimmte Schaar ii^ ; sie ist durch beliebige drei ihrer Büschel 
ebenso bestimmt, wie ein Bünde! durch drei seiner Ebenen, oder 
eine Ebene durch drei ihrer Punkte, und wird deshalb eine li- 
neare Mannigfaltigkeit genannt. Verbindet man zwei Büschel 
von iwal durch eine Schaar h,| uud sodann deren x^'- Büschel 
mit einem beliebigen dritten Büschel von jw^j durch 'X.'^ neue 
Schaaren, so erhält man im letzteren alle ac^ projectiven Büschel 
der Oongruenz. Zwei Schaaren von Im^j haben nämiicb allemal 
einen Büschel gemein, weil die beiden Ebeuenbüschel, welche ihnen 
in einem beliebigen Bündel der Reihe |Sj| entsprechen, eine Ebene 
gemein haben. 

Jede der Mannigfaltigkeiten jS^ und 1% kann als Erzeuge- 
rin oder Trägerin der anderen betrachtet werden; wir sagen des- 
halb, die beiden Mannigfaltigkeiten projectiver Grandgebilde „tra- 
gen" oder ,, stützen sich", oder sie ,, ruhen auf einander". Das- 
selbe gilt von deu beiden Büschel schaaren jwil und |i)^[, welche 
die beiden Regelschaaren eines geradlinigen Hyperboloides oder 
Paraboloides erzeugen.*) Durch je zwei der 00 ^ collinearen Bün- 
del der Reihe b, ] sind beide Mannigfaltigkeiten zugleich mit der 
cubiaehen Raumcurve k^ bestimmt (S. 188flgde.); ebenso sind sie 
bestimmt duich je drei projective Büsche! der Oongruenz \u^\, die 
nicht m emei Schaar Mi liegen, 

bolleu zwei cubische Raumcurven k" und k-l projectiv so auf 
emaudei bezogen werden, dass den Punkten A. B, C von k^ die 
ie>>p Punkte 4j, ß^, C^ von kl entsprechen, so beziehe man 
iigend zwo Ebenenbüschel, von denen der eine u zu der Curve 
k^ und der andere v^ zu der Curve k^ perspectiv liegt, in der 
Weise projectiv auf einander, dass den Ebenen uA, uB, uC des 
ersteren die resp. Ebenen ^lA^, VjB^, v^Cj des letzteren ent- 
sprechen. Zwei Punkte der Curven entsprechen dann ein- 
ander, wenn sie dui'cb zwei homologe Ebenen der Büschel proji- 



*) iJber sich atiitaende lineare Mannigfaltigkeiten projeoti?er Grundge- 
bilde vergleiche man meine Abhandlungen im Journal für d. r, 11, a. Mathe- 
matik Bd. 104 bis 108. 
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cirt werden. — Die project.iven Baumciirveii sind homologe Ge- 
bilde von zwei coUinearen Ränmen. Demi seien D, E, F drei 
nene Punkte der Cnrve k^, denen in k\ die Punkte D^, E^, F^ 
entsprechen, so können wir zwei Bäume S und Sj collinear so 
auf einander beziehen, dass den fünf Punkten A, B, C, B, E von 
2 die resp. fünf Punkte J^, B^, C^, D^, Ej von 2j entsprechen. 
Dem Ebenenbüsche! AB {CDEF) entspricht dann der ihm projeo- 
tive Ebenenbüaehel^iß, {(\D^EjF^)\ folglich entspricht der Ebene 
ABF von 2 die Ebene AiB-yF^ von Sj. Ebenso aber entspricht 
jeder anderen Ebene von 2, welche den Punkt F mit irgend 
einer Kante des Fünfecks ABCDE verbindet, diejenige Ebene 
von 2j, welche .F, mit der entsprechenden Kante des Fünfecks 
A^B^G^DyE^ verbindet. Da sonach der Punkt F von S dem 
Punkte Fy^ von Sj entspricht, so muss auch der Curve k^, auf 
welcher die sechs Punkte A, B, C, B, E, F liegen, die Curve 
kl entsprechen, welche die homologen sechs Punkte A^, B,^ C,, 
D,, Ej, Fj verbindet; denn durch sechs Punkte des Raumes S^ kann 
nur eine cubische Bauracurve gelegt werden, — Den Sehnen, Tan- 
genten und Schmiegungsebenen von k'^ entsprechen in S, die ho- 
mologen Sehnen, Tangenten und Schmiegungsebenen von k^. 

Eine involutorisehe cubische Raumcurve wird aus jedem ihrer 
Punkte durch einen involutorischen Kegel zweiter Ordnung pro- 
jicirt; mit der luvolntionsaxe g dieses Kegels liegen (I, Äbth. 
Seite 141) die Strableupaare desselben und also auch die Punkte- 
paare der Raumcurve in je einer Ebene. Die Verbindungslinien 
dieser Punktepaare liegen deshalb in einer Regel schaar von 
Sehnen, von welcher g ein Leitstrahl ist (Seite 195). Mit Rück- 
sicht auf frühere Sätze ergiebt sieb beiläufig: 

„Von einer durch die euViische Raumcurve k^ gelegten Regel- 
,, fläche zweiter Ordnung besteht allemal die eine Regelschaar 
,,aus Sehnen von k^, während die Strahlen der anderen Regel- 
„schaar mit k^ je einen Punkt gemein haben. Durch die Strah- 
,,len der ersteren Schaar werden die Curvenpunkt« iuvolntorisch 
„gepaart, und diese Schaar besteht entweder aus lauter eigent- 
„licheu Sehnen, oder zwei ihrer Strahlen berühren die Raum- 
„ curve und trennen die eigentlichen Sehnen der Schaar von 
„ den UD eigentlichen. Im letzteren Falle theilen die beiden Tan- 
„genten die Regelfläche in zwei Flächenstreifen, von denen der 
„ eine die uneigentlichen, der andere die eigentlichen Sehnen der 
„Schaar nebst allen reellen Punkten der Raumcurve enthält." 
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Dieser Fall tritt ein, wenn die iavolutorische Raunicnrye A* 
zwei reelle Doppelpunkte ü, V hat. Die beiden durch die Dop- 
pelpunkte gehenden Leitstrahlen m, v der Sehnenschaar sind die 
Involutionsaxen eines geschaart involutorischen Raumes, welcher 
die Punbtepaare der Raumcurve enthält und durch sie bestimmt ist; 
« und ü sind „Schmiegnngsstrahlen" der resp. Doppelpunkte (7, V, 
d. h. sie gehen durch diese Punkte und liegen zugleich in deren sieh 
selbst zugeordneten Schmiegungs- Ebenen. Die beiden Involn- 
tionsaxeo u, v trennen je zwei einander zugeordnete Punkte, Sehnen 
und Schmieg ungs-Ebeneu der Raumeurve harmonisch. Zwei ein- 
ander zugeordnete Ebenen des in volutori sehen Raumes schneiden, 
berühren oder osculiren die Raumcurve in zugeordneten Punkten; 
ihre Schnittlinie hat mit den beiden Involutionsaxen m, v je einen 
sich selbst zugeordneten Punkt gemein. 

Die Schmiegungsebeuen von zwei einander zugeordneten, d. h, 
mit M in einer Ebene liegenden Curvenpuukten A, A^ sehneiden 
demnach u und die durch u gebende Schmiegungsebene des Punk- 
tes U in einem Punkte P, welcher in der Ebene uAAi oder ÜAA^ 
liegt. Da aber in der cubiscben Raumcurve der eine Doppelpunkt 
ü und das Punktepaar A , Aj von vorn herein beliebig ange- 
nommen werden können, so ergiebt sich hieraus: 

,,Die Schmiegungsebeuen von drei beliebigen Punkten U, A, A^ 
„der cubisehen Raumcurve sehneiden sich in einem Punkte P" 
„der Ebene VAA^." 

Auch die durch P gehende Sehne s der Raumcurve liegt 
in der Sehnenschaar, welche u und v zu Leitstrahlen hat, ist also 
sich selbst zugeordnet; sie ist folglich von u und damit auch von 
U harmonisch getrennt durch die beiden einander zugeordneten 
Schmiegungs-Ebenen der Punkte A und ^Ij. Also: 

„Die Sehne s der cubisehen Raumcurve, welche durch den 
„Schnittpunkt von irgend drei Schmiegiingsebenen geht, ist 
,, durch je zwei dieser Ebenen harmonisch getrennt von dem 
„ Anschmieg ungspunkte der dritten." 

Wir kommen auf diesen und den vorhergehenden wichtigen 
Satz hernach zurück. 

Eine cubische Raumcurve kann teniär cyelisch auf sich selbst 
bezogen werden, sodass drei beliebigen Punkten A^, A2, A^ der 
Curve die resp. Punkte ^3, ^3, A^ entsprechen. Alsdann sind 
die Punkte, Tangenten und Schmiegungsebeneo der Cnrve, zu- 
gleich aber die Elemente des Raumes zu Tripeln cyelisch gmp- 
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pirt. Aus den Sätzen über den planaren teriiär cjclischen Raum 
aber ergiebt sich sofort, dass die Ebenen aller Puiikttripel der 
Raumeurve in einer Doppel geraden w sich schneiden und dass 
die Tripel ihrer Sehmiegnngs-Ebeuen durch je einen Doppelpunkt 
P gehen, dessen Ort eine Gerade w^ ist. Da die Raumcurve und 
der Punkt P sich selbst entsprechen, so muss auch die durch P 
gehende Sehne der Curve mit ihrer entsprechenden Geraden zu- 
sammenfallen El geht aber durch P nnr eine Doppelgerade des 
tetnat cjclischen Raumes und diese ist w, ; also muss lo^ selbst 
jene Sehne sein Uebrigens ist u\ eine uneigentliche Sehne, weil 
kern reeller Punkt der tertiär cycliscben Raumcurve sieh selbst 
entsprechen kann Durch den Schnittpunkt von drei reellen 
feehmiegungs ebenen dei cubischen Raumcurve geht demnach eine 
uüMgentliche Sehne der Raumcurve. 

7a in leren wichtigen Eigenschaften der cubischen Raumcur- 
\ea und Ehenenl uschel fuhren uns die Lehrsätze des Pascal und 
des Briatichoi Ich schicke die folgenden Bemerkungen voraus 
über die durch zwei Punkte S Sj und vier beliebige Sehnen 
a b u^ ?j le tiinmte Ranracuive dritter Ordnung (vgl. Seite 202). 
W 11 wollen unter den vier Sehneu eine gewisse Reihenfolge 
a h üy b^ festsetzen sie weiden dann aus S, Sy und einem 
beliebigen Punkte S, der Riumcurve durch je ein Vierseit im 
Strahleubüudel projiclrt, und xwar jedes der Sehneupaare a, a, 
und b, b, durch ein paar Gegenseiten des Vierseits. Wir ver- 
binden in jedem Vierseiie die beiden Strahlen, in weichen die 
Gegenseiten sich paarweise schneiden, durch eine Ebene, und er- 
halten so in den collinearen Bündeln S, S",, S^ die resp. Ebenen 
ö, öl, 0^. Diese sind homologe Ebenen der Bündel, schneiden 
sich also in einer unil derselben Sehne s. Bewegt sich der Punkt 
Sg auf der Raumcurve, so dreht sieh daher die Ebene Cj um die 
Sehne s. Hierauf gründet sieh eine höchst einfache Construc- 
tion der Raumcurve dritter Ordnung: 

„Seien von der cubischen Raumcurve gegeben zwei Punkte 
„y, Sj und zwei paar windschiefe Sehnen a, a^ und 6, b^. Wir 
„legen durch Seinen Strahl, welcher von a und «j, und einen 
„zweiten, welcher von b und 6j geschnitten wird, und verbin- 
„den beide Strahlen durch eine Ebene o. Ebenso legen wir 
„durch Sj eine Ebene Cj, welche zwei durch S^ gebende und 
,,die resp. Sehuenpaare a, a^ und i», b^ schneidende Strahlen 
„enthält, und bestimmen sofort die Schnittlinie s der Ebenen e. 
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„und (jj. Jede durch s gehende Ebene s^ schneidet alsdann 

„die Sehnenpaare a, a^ und b, 6j in zwei Punktepaaren ^, A^ 

„imd ß, iJj, deren Verbindungslinien ÄÄ^ und ßB^ sich in 

„einem Puukte S^ der Raumcurve dritter Ordnung treffen." 

Von der Richtigkeit dieser Construction überzeugt man sich auch, 

indem man beachtet, dass in der Sehne s und der gesuchten Eaum- 

cnrve sich die beiden Regelflächen schneiden, welche s mit a, «j 

und mit b, bi verbinden. 

Sei nmi der cubischen Raumcurve k^ ein Sechseck einge- 
sehrieben, so wird dasselbe aus jedem Curvenpnnkte S durch ein 
Seehskaut projicirt, weiches dem Kegel ^^{k^) zweiter Ordnung 
eingeschrieben ist. Mit Berücksichtigung des Vorher gehenden er- 
giebt sieh also aus dem Lehrsatze des Pascal: 

„Jedes der cubischen Raumcurve eingeschriebene Sechseck 

„wird aus einem beliebigen Curveupuukte S durch ein Sechs- 

,,kant projicirt, dessen drei paar Gegenseiten sich in drei auf 

,, einer Ebene a gelegenen Greraden schneiden. Bewegt sich .S' 

„auf der Raumcurve, so dreht sich die Ebene a um eine feste 

„Sehne s." 

Diese Sehne s ist schon durch zwei paar Gegenkanteu a, a^ und 

i, hl des Sechsecks völlig bestimmt; iu ihr schneiden sich die 

beiden Regelflächen, welche die Raumcurve mit den Sehnenpaaren 

a, «1 und i, 6[ verbinden. 

Von den übrigen Sätzen, die aus dem Lehrsjitze des Pascal 
folgen, will ich nur denjenigen über das eingeschriebene Dreieck 
(L Abth. Seite 80) zur Ableitung eines Satzes über die cubisehe 
Raumcurve benutzen, und zwar des folgenden: 

„Ist SÄBC ein der cubischen Raumcurve k? eingeschriebenes 
,, Tetraeder, und sind S', A', B', C die Punkte, in welchen 
,,die Tangenten der resp, vier Eckpunkte S, A, B, G von deu 
„gegenüber liegenden Flächen des Tetraeders geschnitten wer- 
„den, so bilden die Punkte S\ A', B', C' ein zweites Tetraeder, 
„welches dem erstereii eingeschrieben und zugleich umschrieben 
,,ist. Die Ebene A'B'C z. B. geht durch S; sie dreht sich 
„um eine uneigentliche Sehne s, wenn S die Curve k^ be- 
,, schreibt." 
Nämlich das Dreieck ABC wird aus b' durch ein Dreikant pro- 
jicirt, welches dem Kegel Sik") zweiter Ordnung eingeschrieben 
ist, und die Taugenten der Punkte A, B, C werden durch die 
Serührungs- Ebenen der drei Kanten SA, SB, SC projicirt. Die 
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drei Strahlen SÄ\ SB\ SC, welche (5ie Seiten des Dreikantes 
mit den Berühruogs- Ebenen ihrer Gegenkanteu gemein haben, 
liegen deshalb in einer Ebene SA'B'C. Vertauschen wir S mit 
nem anderen Curvenpnnkte Sj, so erhalten wir statt A'B'C 
ne andere Ebene ^jß^C^; diese beiden Ebenen schneiden sieh 
aber in einer Sehne s, weil sie in den eollinearen Strahlenbiin- 
de!n, durch welche die Sehnencongruenz dei- cnbischen Raunicurve 
aus den Punkten S und Sj projicirt wird, einander entsprechen. 
Die Sehne s ist eine u neig entli che ; denn die Ebene SA'B'C hat 
mit dem Kegel S(k^) keinen reellen Strahl gemein, weil sie von 
jeder Seite des eingeschriebeneu Dreikantes S{ABC) durch den 
Polstrahl der Seite und die Beriihrungs- Ebene der gegenüberlie- 
genden Kante harmonisch getrennt ist. 

Von diesem Satze lässt sich eine Anwendung auf die Schmie- 
gnnga-Ebenen einer eubiseJien Raumcurve machen. Wir bezeich- 




Fig. 24, 



nen (Fig. 2i) mit a, b, c die Tangenten AA', BB', CC der 
Punkte A, ß, C, und mit P den Punkt, in welchem die Sehne s 
von der Ebene ABC geschnitten wird.*) Dann ninss, wie soeben 
bewiesen, die Schnittlinie der Ebenen SBC und Sa mit der Sehne 

*) Die Sehne s iäUt nicht in die Ebene ABC hinein, weil diese nicht 
melir als drei Sehnen (AB, SC und CA) enthalten kann, 
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s m einer Ebene liegen, wo aucli der Punkt S auf der Curve sieb 
l>efiDdeii möge. Nähert sich nun S unbegrenzt dem Punkte Ä, 
so geht die Ebene Sa über in die Schniiegungs-Ebene des Punktes 
Ä, und SBC geht über in die Ebene ABC; die Schnittlinie dieser 
beiden Ebenen aber mass mit AP zusammenfaflen , weil sie die 
Gerade s schneidet Ganz auf dieselbe Weise ergiebt sich, dass 
auch die Schmiegnngs- Ebenen der Punkte B und C durch den 
Punkt P gehen Also: 

„Die Schmiegungsi-Ebenen von drei beliebigen Punkten A, B, C 
„einei c ubi sehen Raum cur ve schneiden sich iu einem Punkte P, 
,,der mit ^1, B und C in einer Ebene liegt; durch denselben 
„geht eine uneigentliche Sehne der Raumem-ye." 

Unmittelbai folgt aus diesem schon vorhin gefundenen Satze: 
„Die Raumcuive dritter Ordnung ist von der dritten Classe, 
„A. h dmch keinen Punkt P des Raumes gehen mehr als drei 
„ihrei bchmiegungs Ebenen, also auch durch keine Gerade mehr 
„als zwei derselben ' 
Denn gingen durch P die Seh miegungs- Ebenen von vier Curven- 
punkteu A, B, C, P, so müssten in der Ebene ABP auch die 
Punkte C und P htgcn; was unmöglich ist, da die Ebene höch- 
stens drei Punkte mit der cubischen Raumcurve gemein haben 
kann. 

Eine zweite unmittelbare Folgerung aus dem obigen Satze 
wird durch die linke Hälfte des Doppelsatzes ausgesprochen: 

Vier Paukte einer cubischen Vier Ebenen eines culjischen 

Raumeurve bilden ein Tetraeder, Ebenenbüschels bilden ein Te- 
ihre vier Sehniiegungs-Ebeuen traeder, ihre vier Anschmie- 
ein zweites Tetraeder; jedes gungspunkte ein zweites Te- 
dieser Tetraeder ist dem anderen traeder; jedes dieser Tetraeder 
sowohl um- als auch eiuge- ist dem anderen sowohl ein- als 
schrieben. auch umgeschrieben. 

Mittels dieses Satzes kann zu jedem Punkte einer cubischen Raum- 
eurve die Schmiegungsebene constrnirt werden , sobald von drei 
Punkten die Schmiegungsebenen bekannt sind. Ausserdem ergiebt 
sich, dass die gegenseitige Lage von vier Punkten der Raumcurve 
und ihren vier Schmiegungs-Ebenen dieselbe ist, wie die von vier 
Anscbniieguugspnnkten eines cubischen Eben enbüsch eis und den 
zugehörigen vier Ebenen des Buscheis. Diese Bemerkung führt uns 
zu folgendem Hauptsätze über die Raumcurven und Ebenenbüschel 
dritter Ordnung. 
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Bk Schmiegungs- Ebenen einer j Die Ansckmiegungspunkte eines 
kubischen Eaumcurve k' hilden \ cvhiscken Ebeneninlschels bilden 
einen cuhischen Ebenenbüschel. \ eine cubische Raumcurve. 
Seien a, ß, y die Schmiegunga- Ebenen der resp. Ciirvenpunkte 
A, B, C, und P ihr in ABC gelegeuer Schnittpunkt, Wenn 
alsdann C die Eaumcurve k" durchläuft, so beschreibt die Ebene 
^BC einen zu t^ perspectiven Ebenenbüsche] jlß; z agleich schneidet 
sie in jeder ihrer Lageu die Gerade aß in einem Paukte P, durch 
welchen auch die Schmiegungsebene 7 des Punktes C geht. Der 
von ^ßC beschriebene Ebenenhüschel ^45 ist also auch perspectiv 
zu der Pnnktreihe aß, welche lier Punkt aßy oder P bei der Be- 
wegung der Schmiegungs- Ebene y beschreibt. Vertauschen wir 
nun A und B mit irgend zwei anderen festen Carvenpunkten A' 
und B\ und berücksichtigen wir, dass je zwei Ebenenbüschel AB 
und A'B', welche beide zu der Curve 7i^ perspectiv liegen, zu 
einander projectiv sind, so folgt: 

„ Durch die Scbmieguogs-Ebenen einer cubischen Raumcurve i* 

„werden alle Puuktreihen, in deren Trägern je zwei (a, ß oder 

.,a', ß') dieser Sehmiegungs- Ebenen sich schneiden, projectiv 

„auf k^ und auf einander bezogen." 

Wählen M'ir von diesen projectiven Pnnktreihen irgend drei, die 

nicht in einer Ebene liegen, so erzeugen sie die aämmtlichen 

Sehmiegungs-Ebenen; nämlich ihre homologen Punkte bestimmen 

je eine Schmiegungsebene. Andererseits wissen wir bereits, dass drei 

projeetive Punktreihen einen cubischen Ebenenbüschel erzeugen 

(S. 203), ALso ist bewiesen, dass die Sehmiegungs - Ebenen einer 

cubischen Raumcurve einen cubischen Ebenenbüschel bilden. 

Dieser Satz und viele der frühereu lassen eine sehr merk- 
würdige Analogie zwischen den cubischen Raumcurveu und den 
Kegelschnitten erkennen. Dieselbe wird noch auffallender da- 
durch,' dass durch jede cubische Raumcurve ein Nullsystem be- 
stimmt ist, ähnlieh wie durch jeden Kegelschnitt ein polares Feld. 
Denn es gilt der Satz: 

Eine cubische Maumcurve k* und der Ebenenbüschel, welcher 
der Curve sich anschmiegt, sind in einem Nullsysteme einander 
zugeordnet; nämlich jeder Punkt der Curve ist in dem Null- 
systeme seiner Sehmiegungs- Ebene, und jede Tangente ist sich 
selbst zugeordnet. Die Raumcurve k* heisst eine „Ordnungs- 
oder NuUcurve" dieses durch sie bestimmten NuUsystems und des 
linearen Compleres seiner Leitstrahlen. 
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Wenn dieser Satz richtig ist, so ist durch ihn der vorhergehende 
Satz zum zweiten Male bewieser. Denn im Nallsysteme ist jeder 
cubi sehen Eaumcurve ein ca bis eh er Ebeiienbüschei zugeordnet. 

Das Nullsystem, von welchem im Satze die Rede ist, kann 
aber auf folgende Art nachgewiesen werden. Seien A, B, C, D, 
F, F beliebige sechs Punkte der Eaumcurve ä;*, und a, ß, Yi 5, s, 
9 ihre resp. Schmiegungs-Ebenen. Dann können wir zwei Räume 
2, Sj reciprok so auf einander beziehen, dass den fünf Punkten 
A, B, C, D, E von 2 die resp. fiiuf Ebeuen cc, ß, 7, 8, £ vou S, 
entsprechen. Die Pnnktreihe aß vou S^ entspricht dann dem 
Ebeuenbüschel AB von 2 und ist ein Schnitt desselben, weil drei 
Punkte von aß, nämlich «ßy, aßS und aßs, in den ihnen ent- 
aprecheuden Ebenen ABC, ABD und ABE des Büschels liegen 
(Seite 212). Aus demselben Grunde liegt jeder Punkt von S^, 
weichen irgend zwei der Ebenen a, ß, 7, S, s gemein haben, in 
der ihm entsprecheudeu Ebene von 2. Zwei reciproke Räume S 
und Sj bilden nun entweder ein NuUsystem, so dass jeder Punkt 
von 2^ in der ihm entsprechenden Ebene von 2 enthalten ist, 
oder diejenigen Punkte von 2^, für welche dieses stattfindet, liegen 
auf einer Fläche zweiter Ordnung. Das letztere kann im vor- 
liegenden Falle nicht eintreten, weil sonst diese Fläche mit jeder 
der fünf Ebenen ot, ß, y, S, s vier Gerade gemein haben musste, 
z. B. mit a. die Geraden aß, ay, a§ und as, was unmöglich ist. 
Polglich bilden die reciprokeu Räume 2 und 2j ein NuUsjstem, 
und jedem beliebigen Paukte F der Raumcurve k^ ist eine durch 
ihn gehende Ebene cp' zugeordnet. Da F in der Ebene ABF 
liegt, so muss tp' durch den Nullpunkt dieser Ebene gehen, d. h. 
durch den Schnittpunkt der Geraden aß mit der Ebeue ABF; 
durch denselben Punkt geht aber auch die Schmiegungs- Ebene tp 
des Punktes F, und ebenso haben die Geraden ay, aS, ae, ßy 
n. s. w. mit 9' dieselben Punkte gemein wie mit 9, und 9' fallt 
deshalb mit 9 zusammen. Jedem Curveupunkte V ist demnach 
seine Sehmiegungs-Ebene 9 zugeordnet; und da die Tangente von 
F in 9 liegt, so ist sie sich selbst zugeordnet und ein Leitstrahl 
des Null System es. 

Zwei colHnearen Bündeln S und S^, welche die Raumcurve h'^ 
■und deren Sehnen erzeugen, sind in dem Nuilsysteme zwei colli- 
neare ebene Felder c und o, zugeordnet, welche den an i* sich 
■anschmiegenden cnbischeu Ebeuenbüschel und dessen Axen erzeugen. 
-Jeder Sehne der Curve ist also eine Axe des Ebenenbüschels zuge- 
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ordnet und zwar jeder uueigentlichen Sehne eine uneigentliche 
Axe. Zwei beliehige dieser Axen werden von den Schmiegnngs- 
Ehenen der Ranmcurve in projectiven Punktreiheii geschnitten; 
letztere erzeugen eine Fläche zweiter Classe, welche alle Schmie- 
gungs-Ehenen berührt. Da der Schnittpunkt von drei reellen 
Schmiegungs-Ebenen der ßaumcurve allemal auf einer uneigent- 
lichen Sehne liegt (Seite 212), so ergiebt sieh: 

„Eine Ebene enthält eine eigentliche oder uneigentliche Axe 

„des cubischen Ebenen bü seh eis, jenaehdem sie die cubische Raum- 

,,curve in einem oder in drei reellen Punkten schneidet." 

Jede Tangente gehört zu der Sehnencongrueuz der Ourve, also 

auch, da sie sieh selbst zugeordnet ist, zu der Äxencongrueuz 

des Ehen enhüsch eis dritter Ordnung. Beiläufig sei bemerkt: 

„Die Tangenten einer cubischen Raumcurve werden aus jedem 
„Punkte S der Curve durch einen Ebenenhiischel zweiter Ord- 
„nung projicirt, und von jeder Schmiegungs-Ebene ö in einer 
,, Punktreihe zweiter Ordnung geschnitten." 
Der erste Teil des Satzes wurde schon früher (Seite 192, 193) be- 
wiesen; aus ihm folgt der zweite Teil, Da die räumliche Parabel 
eine unendlich ferne Schmiegungs-Ebene hat, so ergiebt sich ius- 
besondere: 

,,Die Tangenten- und Schmiegungs-Ebenen einer räumlichen 
„Parabel sind den Strahlen und Beriihrungs-Ebenen eines Kegels 
,, zweiter Ordnung paralleh Die Schmiegungs-Ebenen schneiden 
„die Axen der räumlieben Parabel in projectiv ähnlichen Punkt- 
„ reihen; sie werden von jeder Ase in homologen Punkten affiner 
„ebener Felder geschnitten," 

Die cubische Raumcurve und der Büschel ihrer Schmiegungs- 
Ebenen sind als zugeordnete Gebilde des Nullsystems auch pro- 
jectiv. Jedes zu einem von ihnen perspective dritte Gebilde ist 
deshalb zu dem anderen projectiv. 

Das Nullsystem ändert sieh nicht, wenn die cubische Raum- 
curve um seine Hauptase gedreht oder in der Richtung der Haupt- 
axe verschoben wird (S. 172). Dag aus einem Punkte der Raum- 
curve auf die Hauptaxe gefällte Loth ist ein Leitstrahl des Null- 
systemes und liegt folglich in der Schmiegungs-Ebene des Punktes. 
Ist r der Abstand der Hauptaxe von einer Tangente der Raum- 
curve und p der Winkel, welchen die Hauptaxe mit der Tangente 
bildet, so ist r , tang g constant (Seite 174). 

Für die cubische Raumcurve gilt der Satz, dass sie durch 
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drei ihrer Punkte S, S^, A und die Tangeoten und Sclimiegungs- 
Ebenen von zwei derselben 5, S^ bestimmt ist. Denn aus jedem 
dieser beiden Punkte wird die Curve durch einen Kegel zweiter 
Ordnung projicirt, von welchem sich sofort drei Strahlen und die 
Berühruugs- Ebenen von zwei der Strahlen angeben lassen; die 
beiden Kegel sind sonach bekannt, sie schneiden sich in der Raum- 
curve. Der reciproke Satz lautet: 

„Ein eubiseher Ebenenbüscbel ist durch drei seiner Ebenen 
„und die Berührungsstrahleu und Anschmiegungspuiikte tuu 
„zwei derselben bestimmt." 
Gewöhnlich aber giebt man ihm folgende Fassung: 

„Eine cubische Raumcurve ist durch zwei ihrer Punkte, deren 
„Taugenten und Schmieguugs-Ebeuen und eine dritte SchmiL— 
„gungs-Ebeue bestimmt." 

In ähnlicher Form wollen wir von einigen früher bewiesenen 
Sätzen die reciproken Sätze aussprechen. Wir fassen sie zusammen 
wie folgt 1 

„Eine cubische Raumcurve ist im Allgemeinen eindeutig be- 
„stimmt, wenn von ihr gegeben sind: 

„1) sechs Schmiegungs-Ebeneo; 2) fünf Seh miegungs-Eben eu 

„und die Tangente in einer derselben; 3) vier Schraiegungs- 

„ Ebenen und die Taugenten in zwei derselben; 4) drei 

„Schmiegungs-Ebenen und deren Tangenten; 5} zwei 

„Schmiegungs-Ebenen und vier Äxeu (Seite 202); 6) drei 

„ Schmiegungs-Ebenen und drei Axen; 7) fünf Schmiegnngs- 

„ Ebenen und eine Äse; u. s. w." 

Die Raumcurve oder vielmehr der sich anschmiegende cubische 

Ebeneubüscliel kann in jedem der genannten Fälle leicht construirt 

werden. Sind z, B. im Falle 5) die Schmiegungs-Ebenen v|, 15^ 

und die vier Axen «, h, e, d gegeben, so beziehen wir die ebenen 

Felder ■*) und V], eolliuear so auf einander, ilass jede der Axen 

a, b, C, d zwei homologe Punkte derselben enthält; dann erzeugen 

t\ und V], den cubischen Ebenenbüschel und dessen Axencongruenz. 

Die Ausnahmerälle, in welchen die Constrnction uuraöglich \hk, 

odijr die Curve zerfällt, ergeben sich überall von selbst. 
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Zweiiindzwaiizigster Vortrag. 

Conjugirte Punkte bezüglich einer cubischen 
Raumcurve. 



Wir können die Theorie der cubiFclieii Raumcurvea nicht 
abschliessen, ohne noch eine Haupt-Eigenschaft derselben hervor- 
zuheben, von welcher wir später mehrfach Gebraneh machen 
werden. Wir haben bewiesen, dass in einer cnbiscben Raumcurve 
zweifach unendlich viele ttegelflächen und Kegel zweiter Ordnung 
sich schneiden; und zwar kann die Curve mit je zwei ihrer Sebnea 
durch eine Flache zweiter Ordnung verbunden werden. Ich be- 
haupte nun: 

Die Polaren eines beliebigen Punktes A in Bezug auf alle 
durch die cubische Baumciirve k* gelegten Flächen zweiter Ord- 
nung schneiden sich in einem Punkte Aj, welcher auf der durch 
A gehenden Sehne der Curve liegt. 

Ist Ä ein Punkt der Gurre, so berührt seine Tangente a die 
Curve k^ und deshalb auch jede durch k^ gelegte Fläche zweiter 
Ordnung. Die sämmtliehen Polaren des Punktes Ä gehen in 
diesem Falle durch die Taugente a, und jeder beliebige Paukt 
Ai der Tangente kann als Schnittpunkt dieser Polaren aufgefasat 
werden. Liegt dagegen A nicht auf der Raumcurve fc', so geht 
durch A eine Sehne s der Curve. Die Sehne kann zunächst eine 
eigentliche sein, welche zwei Punkte jlf und iV mit der Raumcurve 
gemein hat; alsdann Hegt der Punkt jJ, von s, welcher durch 
M und N harmonisch von A getrennt ist, in allen jenen Polaren 
von A. Die Sehne s kann ferner in einem Punkte S die Curve k^ 
berühren; dann berührt sie in S auch jede durch k^ gelegte Fläche 
zweiter Ordnung, und die Polaren von A schneiden sich im Punkte S, 
mit welchem in diesem Falle A^ identisch ist. Unser Satz ist 
also nur noch für den letzten Fall zu beweisen, in welchem die 
Sehne s eine uueigentliche ist. 

Seien F^ und F\ zwei durch k^ gelegte Flächen zweiter 
Ordnung, von denen F^ ein Kegel sein möge. Wir verbinden 
den Punkt A mit dern Mittelpunkte dieses Kegels durch eine 
Gerade c/, und suchen zu jedem Punkte von 1/ die Polaren in Be- 
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zug auf F^ und I<'\. Wir erhalten dann eine einzige Polare f be- 
züglich der Fläche F^ und einen Büschel ^^ von Polareu in Bezug auf 
Ff ; der Büschel aber ist projectiv zu der Punktreihe g. Die Sehnen, 
welche ans den Punkten dei Ueiaden g an die cubische Ravimcurve 
gezogen werden können, bilden eine zu ^ perspective Regelschaar, 
welche von der Ebene y m einer 7n ff nud folglieh auch znm 
Ebenenbiischel gi projectuen Punktieihe erster oder scweiter Ord- 
nnng geschnitten wird, Wu wissen nun beieiti, daas jede eigent- 
liche Sehne der Eegelschaar mit y einen Punkt geraein hat, 
welcher auch auf der ihm entspiech enden Ebene von ^^ liegt; jene 
Punktreihe muss deshalb zu dem Elienenbuschel t/j perspective 
Lage haben, indem unendlich \iele Punkte dei'-eiben auf den ihnen 
entsprechenden Ebenen liegen Duich den Punkt -^|, in welchem 
die Sehne AA^ oder s \on det Ebene y geschnitten wird, geht 
folglich auch die Polare des Punktes A in Bezug auf jede be- 
liebige, durch k^ gelegte Fläche Fl zweiter Ordnung; der Satz 
ist damit bewiesen. 

Die zu */ perspective Sehnenschaar wird von der Ebene y im 
Allgemeinen in einer Curve zweiter Ordnung geschnitten , welche 
durch den Mittelpunkt des Kegels F" geht. Nur wenn g in der 
Schmieg ungs- Ebene dieses Mittelpunktes liegt, und folglich die 
Tangente des letzteren zir der Sehnenschaar gehört, zerfällt diese 
Curve in zwei Gerade, nämlich in die Tangente und einen Leit- 
strabl g' der Sehnenschaar; denn weil y die Polare von g ist in 
Bezug auf den Kegel F^, so muss y die Beruh rungs strahlen der 
beiden aus y an F" gelegten ßeriihrungs- Ebenen enthalten, und 
einer derselben ist jene Tangente der cubischeu Raumcurve. 

Wir nennen zwei Punkte ,,eonjugirt" bezüglich der cubischeu 
Raumcurve h'^, wenn sie wie A nnd A^ in Bezug auf jede durch 
k^ gelegte Fläche zweiter Ordnung conjugirt sind. Ebenso heissen 
zwei Ebenen hinsichtlich eines c\ibischen Ebenenbüschels conjugirt, 
wenn sie in Bezug auf jede dem Ebenenbüschel eingeschriebene 
Regelfläche oder Curve zweiter Ordnung conjugirt sind. Aus 
unserer Beweisführung folgt alsdann: 

Jede Verbindungslinie von | Jede Schnittlinie von zwei 
zwei Punkten -1 und Aj^, welche i Ebenen a und «i, welche bezüg- 
bezüglich einer cubischeu Raum- . lieh eines cubischeu Ebenen- 
curve k^ conjugirt sind, ist eine büschels conjugirt sind, ist eine 
Sehne von i'. Schneidet die , Axe des Büschels. Gehen durch 
Sehne AA, die Curve in zwei ; aaj zwei reeUe Ebenen [t und 
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reellen PunktCB M und iV', so i v des Bbenenbüscliels, so sind 
sind diese durch A nnd A^ ] diese dvircli a und a, harmo- 
harmonisch getrennt. Berührt ) oisch getrennt. Ist aa^ ein Be- 
AA^ die Curve, so fällt einer , rührnngsstrahl des Büschels, so 
der Punkte A und Aj mit dem fällt eine der Ebenen a und a, 
Berührungspunkte zusammen, mit der durch 
Ein Punkt der Raumcurve ist Ebene des Büscheis ; 
jedem Punkte seiner Tangente, Eine Ebene des Büschels ist 
also auch sich selbst conjugirt. ■ jeder Ebene ihres Berührungs- 
Die Punkte einer Sehne sind i Strahles, also aach sich selbst con- 
involutorisch gepaart, wenn je jugirt. Die coujugirten Ebenen 
zwei conjugirte Punkte dersel- j einer Axe sind invoiutorisch ge- 
hen einander zugeordnet werden. I paart. 

„Schneidet eine Gerade g die eubische Raumcurve in einem 
„Punkte P, so sind ihren übrigen Punkten im Allgemeinen die 
„Punkte einer durch P gehenden Curve zweiter Ordnung con- 
,, jugirt, dem Punkte P aber alle Punkte seiner Tangente p. 
,, Wenn aber die Gerade J ein Schmiegungsstrah! der Banm- 
„ curve ist, d. h. in der Schmiegungs- Ebene des Punktes P liegt, 
„so sind ihren Punkten diejenigen eines anderen Schmiegungs- 
„ Strahles g' conjugirt, welcher die Raumcnrve in eiuem Punkte 
„P', ausserdem aber die Tangente des Punktes P schneidet; 
,, ebenso schneidet g die Tangente von P'." 

Die Halbirungspunkte aller zu einer Asymptoten -Ebene paral- 
lelen Sehnen der cubischen Raumcurve liegen in einer die Raum- 
curve sehneidenden Geraden; denn sie sind den unendlich fernen 
Punkten der Asymptoten- Ebene und somit den Punkten eines 
Sehmiegungsstrahles conjugirt. 

Sei l eine beliebige Gerade, und seien l^, Z^, l^ ihre Polaren 
in Bezug auf irgend drei, durch die Raumcurve gelegte Flächen 
zweiter Ordnung. Dann bilden die Polaren der Punkte von l drei 
Ebenenbüschel l^, l^, ?,, welche zu der Punktreihe l und folglich 
auch zu einander projectiv sind, also im Allgemeinen eine eubische 
Raumcurve erzeugen. Von letzterer sind l^, l^, lg drei Sehnen, 
und jeder Punkt dieser neuen Raumcurve ist einem Punkte von I 
conjugirt; also; 

,,Die Punkte, welche hinsichtlieh einer cubischen Raumcurve 
„k^ den Punkten einer beliebigen Geraden l conjugirt sind, 
,, liegen im Allgemeinen auf einer zweiten cubischen Raumcurve, 
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„ZU dereu Sebneu die Polaren von l bezüglicli der durcli k^ 
„gelegten Flächen zweiter Ordnung gehören." 
Nur wenn l eine Sehne der Raumcurve k^ ist oder mit k^ einen 
Punkt P gemein hat, erleidet dieser Satz Ausnahmen, indem die 
zweite Raumeurve zerfällt. 

Wird die RaumcurTe k^ als Ordnuugscurve eines Nullsystemes 
betrachtet und damit dem cubisehen Ebenenbüsche! y.^ zugeordnet, 
welcher ihr sich anschmiegt, so sind je zwei hinsichtlich der Cur^e 
k^ eonjngirten Punkten zwei hinsichtlich des Büschels x* coDJu- 
girte Ebenen zugeordnet. Hiernach könuea zu den letzten Sätzen 
leicht die reciproken gebildet werden. Ich erwähne nur folgen- 
den Satz: 

i,Zu jedem Schmiegungsstrahle (/ der Raumeurve h^ kann ein 

„zweiter g' constrairt werden, sodass nicht nur jedem Punkte 

„von g ein Punkt von g' hinsichtlich der Cuvve k^ conjugirt 

„ist, sondern auch jeder Ebene von g eine Ebene von ^' hin- 

„sichtlieh des Büschels >t^" 

Der erste Teil des Satzes wurde schon vorhin bewiesen; aas ihm 

folgt der letzte Theil, wenn man erwägt, dass g und g' in dem 

Nullsysteme sich selbst zugeordnet sind. 

Den Punkten einer Ebene y sind hinsichtlich der Raumeurve k^ 
die Punkte einer Fläche F^ conjugirt {Fig. 24, Seite 2U). Diese hat 
mit einer Geraden l, die nicht ganz in ihr liegt, höchstens drei 
Puukte gemein, ist also von der dritten Ordnung; denn den Punk- 
ten von l sind die Punkte einer cubisehen Raumeurve conjugirt, 
welche mit der Ebene 7 höchstens drei Punkte gemein hat und 
uur in besonderen Fällen in eine Gerade und einen Kegelschnitt 
zerfällt. Die cubische Fläche T^ gebt durch die Raumeurve k^, 
weil Y von jeder Taugente dieser Curve einen Punkt enthält; sie 
geht ausserdem durch alle cubisehen Raumeurven, welche den Ge- 
raden der Ebene 7 conjugirt sind. Sie enthält die Pole von y be- 
züglich der durch k^ gehenden Flächen zweiter Ordnung, weil 
jeder dieser Pole einem Puukte von y conjugirt ist. Ist A ein 
gemeiuschaftlicher Punkt von 7 und der Raumeurve k% so gebt 
r* durch die Tangente von Ä. Jeder durch A gehenden Geraden 
von -( ist eine Curve zweiter Ordnung conjugirt, welche durch A 
geht und auf der Fläche F^ liegt; letztere kann sonach durch 
einen veränderlichen Kegelschnitt beschrieben werden und hat A 
zum Doppelpunkte. Die Schmieguugs-Ebene des Punktes A wird 
von Y in einer Geraden geschnitten, welcher ein aufF" gelegener 
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Schmieguugsstralil entspricht. Die Fläche I'^ geht durch jede iu 
Y enthaltene Sehne der Raumcurve f. 

Hat die Ebene y drei Punkte A, B, C mit der Raumcurve 
A:' gemein, so schneidet sie die euhische Fläche T^ in den drei 
Sehnen AB, BC und CA. Auch die Tangenten der Curve in 
den Punkten Ä, B, fliegen a^lf^^ und diese Punkte sind Dop- 
pelpunkte der Fläche, Wird mit P der Punkt von y bezeichnet, 
in welchem die Schmiegungs-Ebenen der Punkte Ä, B, C sich 
schneiden, so geht die Fläche T^ durch die drei Geraden, deren 
Punkte denjenigen vonP^, FB nnd PC conjugirt sind, und welche 
sich in dem mit P eonjugirten Punkte schneiden, auch iu der mit 
7 eonjugirten Ebene liegen. Auch die drei Geraden, welche durch 
je einen der Punkte A, B, C gehen und die Tangenten der bei- 
den übrigen schneiden, liegen auf T^. — Schmiegt die Ebene y 
sich der Raumcnrve k^ an in einem Punkte A, so ist die Fläche 
1'* geradlinig und kann durch eine Gerade besehrieben werden. 
Rückt 7 ins Unendliche, so ergiebt sich der Satz; Die Halbirungs- 
punkte aller Sehnen einei cubischen Ranmkurve k^ liegen in einer 
eubisehen Fläche; dieselbe enth^ilt zugleich die Mittelpunkte aSler 
durch k^ gehenden Flächen zweitei Ordnung. 

Ich schliesse diesen ^oitiag mit dem Beweise des Satzes: 

„Eine eubische Raumcurve i' kann mit einer beliebigen Sehne 
s durch unendlich viele geradlinige Flächen zweiter Ordnung 
.verbunden werden; duich jeden aus'jerhalb k^ und s gelegenen 

„Punkt P geht eine einzige dieser Flachen, deren Gesammtheit 
,,Frachenbüschel" heisren möge Die Polaren eines be- 

„liehigen Punktes A in Bezug auf alle Flächen des Büschels 

„sehneiden sich in einei Geiadeu" 
Durch den Punkt P geht eine Sehne p der Curve /c', und jj be- 
stimmt mit der Sehne s eine durch k^ gehende Regel- oder Kegel- 
flache zweiter Ordnung (Seite 193), weiche dem Flächeubüschel 
angehört und den Punkt P enthält. Um auch den letzten Theil 
des Satzes zu beweisen, unterscheiden wir drei Fälle. Zunächst 
möge A auf der Raumcnrve k^ liegen; dann schneiden sieh iu 
der Tangente von A die Polaren dieses Punktes bezüglich aller 
durch fc* gelegten Flächen zweiter Ordnung. Liegt ferner der 
Punkt A auf der Sehne s, durch welche alle Flächen des Büschels 
gehen , so berühren seine Polareu in A die zugehörigen Flächen 
des Büschels und gehen deshalb sämnitlich durch s. Wenn end- 
lich der Punkt A weder auf der Curve k^ noch auf der Sehne s 
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Hegt, SO müssen seine Polaren zunächst durch den ihm conjugir- 
ten Punkt A^ gehen. Einen zweiten gemeinschaftlichen Punkt 
Ä^ der Polaren von A könüen wir in der Ebene As sofort con- 
stvuireu, falls diese Ebene weder durch die Sehne AA^ geht, noch 
die Raumkurve k^ in einem Punkte von s berührt und iu einem 
zweiten schneidet. Denn die Ebene As schneidet alsdann die Raum- 
curve in einem Punkte M, welcher ausserhalb der Sehnen AA^ 
und s liegt, und A.^ ist derjenige Punkt der Geraden AM, wel- 
cher durch iWund s harmonisch von A getrennt, also dem Punkte 
A conjugirt ist in Bezug auf alle Flächen des Büschels. Die 
Polareu von A müssen folglieh durch die Gerade A^A^ gehen, und 
der Satz ist bewiesen für jeden Punkt A, dessen Sehne AA^ nicht 
von s in einem Curvenpunkte geschnitten wird, und welcher auch 
nicht auf einer durch s gebenden Berührungs-Ebene der Curve h^ 
liegt. Je nachdem s eine uneigentliche oder eigentliche Sehne ist, 
müssen wir somit den Beweis noch führen für keine oder für die- 
jenigen Punkte, welche auf den beiden Kegeln des Büschels oder 
auf den beiden durch s gehenden Berührungs-Ebenen von k^ ent- 
halten sind. 

Sei min A auf einer dieser beiden Kegelflächen oder Be- 
rührungs-Ebenen gelegen, und sei g eine beliebige durch A gehende 
Gerade, seien ferner P\, F^, F^ irgend drei Flächen des Büschels. 
Die Polaren der Punkte von g hinsichtlieh der Flächen J^\, F^, 
und l'\ bilden drei zu der Punktreihe g und folglich aach zu 
einander projective Ebenenbüschel g^, ^^ ^'^^ ffa- ^^'^ unendlich 
viele Punkte der Geraden g ist nun schon der Satz bewiesen, dass 
ihie Polaren hjusichtJich des Büschels in einer und derselben Ge- 
laden sich <ichneiden also müssen die Ebenenbüschel g^, g^ und 
9j e n und dasselbe fetrahlengebilde erster oder zweiter Ordnung 
mit ei ander eizeugen, und zwar im Allgemeinen eine Regel- 
schaai /u welche! die Ebeuenbüscbel perspectiv liegen. Auch die 
Polaren des Punktes A müssen demnach in einer und derselben 
Geraden sich schneiden. Zugleich ergiebt sich: 

,, Bewegt sieh ein Punkt auf eiuer Geraden g, so beschreibt 
,,die Gerade, in welcher seine Polaren in Bezug auf die Flächen 
„ des Büschels sich schneiden , im Allgemeinen eine Regel- 
„schaar; die Polaren der Geraden g sind Leitstrahlen dieser 
„Regelschaar." 

Der Flächeilbüschel wird von einer beliebigen Ebene in einem 
„Büschel von Curven zweiter Ordnung" geschnitten. Derselbe 
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iiat, wie aus dem soeben Bewiesenen sich ergiebt, folgende Eigen- 
schaften : 

„Durch jeden Punkt der Ebene geht ein Kegelschnitt des 
„Büschels. Die Polaren eines beliebigen Punktes in Bezug auf 
„die Kegelschnitte des Büschels gehen alle durch einen Punkt. 
„Wenn irgend zwei Kegelschnitte des Büschels sich in einem 
„Punkte schneiden oder berühren, so müssen in diesem Punkte 
„alle CüiTen des Büschels sich schneiden resp. berühren; denn 
„der Punkt liegt auf allen seinen Polaren, und diese vereinigen 
„sich im letzteren Falle mit der gemeinschaftlichen Tangente 
„der Ciirveu." 
Kineni beliebigen Punkte P der Ebene ist demnach bezüglich aller 
Kegelschnitte des Büschels ein Punkt P, conjugirt, durch welchen 
die Polaren von P gehen. Die Polaren aller Punkte einer Ge- 
raden (/ in Bezug auf zwei jener Kegelschnitte bilden aber zwei 
zu (j projective Strablenbüschel ; diese erzeugen einen Kegelschnitt, 
welcher durch die Mittelpunkte der Büschel, d. h. durch die Pole 
von g geht. Also: 

,,Den Punkten einer Geraden g sind bezüglich des Kegel- 

,,sclHi)ttbüschels die Punkte eines zu g projeetiven Kegelschnittes 

„conjugirt, welcher auch die Pole von g in Bezug auf die Kegel- 

„schnitte des Büschels enthält." 

Andere Eigenschaften der Kegelschnittbüschel werden wir durch 

die geometrischen Verwandtschaften zweiten Grades kenuen lernen. 



Dreiundzwanzigster Vortrag. 

Bündel cubischer Ramncurven. Invariante Beziehungen 

cubischer Raumcurven zu Polarsystemen und cubischen 

Ebenenbüscheln. 



Einem räumlieben Fünfecke können zweifach unendlich viele 
cubisehe Raumcurven fc^ umschrieben werden, deren Gesammtheit 
ein „Bündel cubischer Raumcurven" heisaen möge und als Ana- 
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logon des Kegels chnittbiischels anzusehen ist. Die Eckpunkte 
S, T, U, V, W des Fünfecks nennen wir die „Knotenpunkte" 
des Curvenbündels. Aus den fünf Knotenpunkten werden diese 
Raumcurven durch Kegel zweiter Ordnung projicirt, welche durch 
je vier Kiiuteu des Fünfecks gehen und fünf Kcgelbüschel bilden; 
die Kegel tüu zwei beliebigen dieser Büschel schneiden sich zu 
zweien in den cc* Raumcurven des Biindela. 

Durch jedeu in keiner Fünfecküäche liegenden Punkt gebt 
eine und nur eine cubische Raumcurve des Büiidels, und jede zu 
den Fönfeckkanten windschiefe Gerade ist Sehne einer einzigen 
Curve desselben (S. 202). Die Kegelschnitte, welche durch drei 
der fünf Knotenpunkte gehen und die Kante der beiden übrigen 
schneiden, bilden mit dieser Kaute cc' zerfallende Curven des 
Bündels. Jeder Punkt einer Fünfeckkante liegt auf oc* so zer- 
fallenden Curven des Bündels, jeder andere Punkt einer Fünfeck- 
fläche liegt auf einer solchen. 

„Zwei cubisehe Raumcurven k^ und kf des Bändels können 
„allemal durch eine geradlinige Fläche zweiter Ordnung ver- 
„bunden werden." 
Nämlich die Sehne s von A:^, welche durch einen beliebigen Punkt 
P von kf geht, ist nach dem Vorhergehenden nur dann zugleich 
Sehne von kf, wenn sie durch einen Knotenpunkt geht; in diesem 
Falle aber werden k'^ und kf aus dem Knotenpunkte durch iden- 
tische Kegel zweiter Ordnung projicirt. Im Ällgeineineu liegt Jc^ 
mit s auf einer Regelfläche zweiter Ordnung (S. 195). Auf dieser 
Fläche geht durch die fünf Knotenpunkte noch eiue zweite cubisehe 
Ranmeurve (S. 199), welche aber mit k^ identisch ist, weil sie die 
fünf Punkte und die Sehne s mit k^ geraein hat. BeiläLifig folgt: 
,,Ist die geradlinige Flache zweiter Ordnung ein Kegtl, so pro- 
„jieirt sie beide Raumcurven aas einem der fünf Knotenpunkte. 
,,Sie ist jedoch i. Ä. eine Regelfiäche, und ihre beiden Regel- 
,,schaareu bestehen aus Sehnen von je einer der beiden Cur- 
„Ten (S. 19ö). Die Fläche enthält jede Sehne, welche durch 
,, einen beliebigen Punkt von einer dieser Ranmeur^en an die 
,, andere geht," 

Zwei cubisehe Raumcurven k^, kf, die auf einer Regelfläche 
zweiter Ordnung liegen und die Geraden von je einer Regelschaar 
der Fläche zu Sehneu haben, besitzen nicht nur i. A. fünf gemein- 
same Punkte (S. 199), sondern bestimmen auch einen Bündel 
cubischer Raumcurven. Verbinden wir nämlich zwei beliebige 
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Punkte von k^ und Af durch eine Gerade g und sodanu g mit 
k^ und kl durch zwei Flächen zweiter Ordnung, so sehueiden sich 
diese Flächen in einer Raumcurve des Bündeis, welche g zur Sehne 
hat und durch jene fünf Punkte geht; auf dieselbe Art aber ge- 
langen wir zu allen oc^ Curveu des Bündels. Doch können die 
fünf Knotenpunkte desselben paarweise coujugirt imaginär sein; 
sie fallen theilweise zusammen, wenn die Raumcurven k^ und kf 
sich berühren oder osculiren. Wir unterscheiden demgemäss drei 
Haaptarten von Bündeln eubiseher Raumcurven, nämlich solche 
mit 1,3 oder 6 reellen und 4,2 resp. keinen imaginären Knoten- 
punkten, ausserdem aber verschiedene Debergangsarten , deren 
Curven sieh berühren, osculiren oder hyperosculiren. Doch be- 
scliränken wir uns hier auf die Curvenbündel mit fünf reellen 
Knotenpunkten. 

„Die 3c* einem Fünfeck umschriebenen cubischen Raumcurven 
„werden von jeder durch keinen Eckpunkt gehenden Ebene i] 
,,in Poldreieckeu eines polaren Feldes geschnitten." 
Nämlich eine beliebige Gerade a von f] ist Sehne von einer dieser 
Raumcurven k^ und kann dem Punkte Ä zugeordnet werden, in 
welchem k^ von v] ausserhalb a geschnitten wird; und ein belie- 
biger Punkt B von ij liegt auf einer Raumcurve /cj des Bündels 
und kann der Sehne b von kf zugeordnet werden, welche aus B 
durch die Ebene i] projicirt wird. Die durch ?c^ und Ä| gehende 
Fläche zweiter Ordnung schneidet, wenn B auf der Geraden a 
liegt, die Ebene t] in A, B und der Sehne a von k^, ausser- 
dem in der Sehne b von k^, weil diese mit a einen Punkt ge- 
mein hat; und da A ein Punkt der Schnittlinie ist und ausser- 
halb a liegt, so geht h durch A. Die Gerade b dreht sich folg- 
lich um A, wenn B die Gerade a beschreibt. Damit ist bewiesen, 
dass A und a, sowie B und h in einem polaren Felde einander 
zugeordnet sind, und dass jeder der drei Punkte, welche die Ebene 
i\ mit einer Raumcurve des Bündels gemein hat, von der Verbin- 
dungslinie der beiden übrigen der Pol ist, wie der Satz behauptet. 
„Die zehn paar Gegenelemeute des Fünfecks, d. h, die zehn 
,, Kanten und die gegenüberhegenden Flächen desselben, schnei- 
„den die Ebene t\ in zehn paar einander zugeordneten Elemen- 
„teu (Polen und Polaren) des polaren Feldes." 
Denn wenn der Punkt B von ■»j auf einer Fünfeckfläche STU 
liegt, so zerfällt die durch B gehende Raumcurve des Bündels in 
eineu Kegelschnitt dieser Ebene und die gegenüberliegende Fünf- 
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eckkante VW. Von dem Poldreieek, welches diese Cnrve mit t] 
gemein hat, liegen also zwei Eckpunkte in STU und einer auf 
VW, woraus der Satz folgt. Der vorhergehende Satz kann in 
Verbindung mit diesem als ein Analogon des Lehrsatzes von 
Desargues über die einem Viereck umschriebenen Kegelschnitte 
betrachtet werden. Das polare Feld in r\ ist durch die zehn paar 
Gegenelemente des Fünfecks sehr einfach bestimmt (vgl. S. 135). 
Rückt ein Punkt Ä m y\ der Ordnungscurve des polaren 
Feldes unendlich nahe, so nähert er sich zugleich seiner Polare a 
und damit einem anderen Eckpunkte des zugehörigen Poldreiecks 
unbegrenzt. Daraus folgt: 

„Die Ebene r\ wird in den Punkten eines Kegelschnitt-es, näm- 
„lich der Ordnungscurve des polaren Feldes t], von je einer 
,,cubischen Kaumcurve des Bündels berührt." 
Die Ordnungscurve des Feldes kann übrigens imaginär sein. 

Das polare Feld v] ist in dem räumlichen Polarsysteme ent- 
halten, von welchem irgead vier Eckpunkte S, T, ü, V des Fünf- 
ecks ein Poltetraeder bilden, während der fünfte W von der Ebene 
■<] der Pol ist. Hat i^ mit einer Raumcurve des Bündels die drei 
Punkte X, Y, Z gemein, so sind ST (7 Fund WXYZ zwei Pol- 
tetraeder dieses Polarsystemes (Seite 131), Also: 

,,Zwei Tetraeder, deren acht Eckpunkte auf einer cubischen 
„Raumcurve liegen, sind Poltetraeder eines durch sie bestimm- 
„ten Polarsystemes; ihre acht Flächen liegen in einem cubischen 
„ Ebenen büscbel, welcher der Raumcurve in diesem Polarsjsteme 
„zugeordnet ist," 
Da jede Ebene dieses Büschels mit den übrigen die Tangenten 
eines Kegelschnittes gemein hat, so folgt hieraus: 

,,Eine cubische Raumcurve und ein ihr eingeschriebenes Te- 
„treder werden von einer beliebigen Ebene in einem Dreieck 
„und einem Vierseit geschnitten, welche einem Kegelschnitte 
„umschrieben sind." (Chasles.) 

Eine cubische Raumcurve möge „Polcurve" eines räumlichen 
Polarsystemes und seiner Ordnungsfläche heissen, wenn sie einem 
Poltetraeder desselben umschrieben ist; ihr ist in dem Polarsysteme 
ein „cubischer Polarenbüschel " desselben zugeordnet. Für die 
Polcurven ergiebt sich aus dem vorletzten Satze: 

„Jeder cubischen Polcurve eines Polarsystemes können unend- 
„ viele Poltetraeder desselben eingeschrieben werden; ein belie- 
„biger Punkt W der Curve und seine Polarebene ij sind i. A. 
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„ gegenüberliegende Elemente von einem dieser Poltetraeder. 
„Jeder cabische Polarenbüschel des Polarsystemes enthält die 
„Ebenen von oc^ Poltetraedem desselben." 

Weil jedem der oo* Poltetraeder eines Polarsystemes x;* cn- 
bische Raumcnrven umschrieben werden können, und diesen Pol- 
curven je oo ^ andere Poltetraeder eingesebrieben sind, so ergiebt sich : 
„Ein räumliches PoSarsjstem oder eine beliebige Fläche zweiter 
„Ordnung hat oc^ cubische Polcurven." 

„Eine cubische Raumcarve k^ dagegen ist Polcnrve von oo^ 
„Polarsystemen und Flächen zweiter Ordnung"; 
denn ein beliebiges dieser Polarsjsteme ist bestimmt durch zwei 
der Curve eingeschriebene Tetraeder, die je einen gegebenen Cur- 
venpunkt zum Eckpunkt haben ; solcher Tetraederpaare aber giebt 
es oc* verschiedene. Der eubischen Raumcurve k^ ist in jedem 
dieser ^x^^ Polarsysteme ein cubischer Polarenbüschel x^ zugeord- 
net, zu welchem k^ in der invarianten Hurwitz'schen Beziehung*) 
steht, nämlich in der folgenden: 

,,Der eubischen Raumcurve k^ sind oo^ Tetraeder eingesehrieben, 
„deren Flächen in dem eubischen Ebenenbüschel k^ liegen und 
„deren Kanten folglich sowohl Sehnen von k^ als auch Axen 
,,Ton K^ sind. Diese Tetraeder sind Poltetraeder eines ränm- 
,, liehen Polarsystemes, in welchem jedem Punkte von k^ eine 
,, Ebene von y.^ zugeordnet ist. Zu jeder eubischen Raumcurve 
„k^ stehen oo* cubische Ebenenbüschel x* in dieser invarianten 
„Beziehung; dieselben sind alle zu k^ reeiprok polar und folg- 
„zu einander projectiv." 

Ebenso steht jeder cubische Ebenenbüschel x^ zu oc* pro- 
jectiven eubischen Ranmcnrven k^ in der Hurwitz'schen Beziehung, 
und ist zu ihnen reeiprok polar; zwei Tetraeder, deren acht Flächen 
in x^ liegen, sind allemal einer dieser Raumcnrven k^ eingesehrie- 
ben (vgl. S. 226). Seien nun i, Ä^, ij drei Tetraeder, deren 
12 Flächen in x^ liegen, und kf, k^ die beiden eubischen Raum- 
curven, welche die Eckpunkte von A mit denen von ij resp. ig 
verbinden. Dann haben diese beiden zu x^ reeiprok polaren, pro- 
jectiven Raumcurven die vier Eckpunkte von i entsprechend ge- 
mein; denn den vier Fachen von i in x* entsprechen auf jeder 
dieser Curven kf, kj die ihnen gegenüberliegenden Eckpunkte. 
Es gilt aber der Satz: 



*) Hurwitz in den Math. Anualen 20. 
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„Zwei projective cubische Raumcarven hf, Ä|, welche vier Punkte 
„A, B, C, D entsprechend gemein haben, liegen auf einer ge- 
„radlinigen Flache zweiter Ordnung. Sie erzeugen eine zu 
„ihnen perspective Schaar von Geraden dieser Fläche und haben 
„auf der Fläche eine Schaar gemeinsamer Sehnen," 
Denn seien s, s' zwei Sehnen von k^, welche die Verbindungs- 
linie von zwei homologen Punkten P,, P^ der beiden ßaumeurven 
schneiden, ohne durch Pj oder Pj zu gehen. Dann liegen (S. 205) 
die zu k^ perspectiven Ebenenbüschel s, s' auch zu k^ perspectiv, 
weil je fünf Ebenen derselben durch die ihnen entsprechenden 
Punkte A, B, C, D, P^ von A^l gehen. Diese Ebenenbüschel er- 
zeugen folglich eine durch k\ und k^ gehende Fläche zweiter Ord- 
nung, zugleich aber die zu k\ nnd kl perspective Schaar von Ge- 
raden; ihre Äxen sind gemeinsame Sehnen beider Raumcurven. 

Sind wieder k\ und k\ den Tetraederpaaren A, Äj und A, i^ 
umschrieben, so geht die sie verbindende Fläche durch die Eck- 
punkte der drei Tetraeder i, ij und ig, und es ergiebt sich: 
„Drei Tetraedern, deren zwölf Flächen in einem cubisclien 
„Ebenenbüschel n* liegen, kann eine geradlinige Fläche F^ 
„zweiter Ordnung umschrieben werden." 

Diese Fläche P^ enthält zunächst die Raumcurven k\ und t|, 
dann aber noch ot^ andere cubische Raumcurven k^, die zu yJ 
in der Hurwitz'schen Beziehung stehen. Denn den Raumcurven 
k\ und A'l können je ^^ Tetraeder eingeschrieben werden, deren 
Ebenen in x^ liegen, zwei beliebigen dieser Tetraeder aber ist 
eine jener Raumcurven k^ umschrieben. Der Fläche F^ können 
deshalb "C = Tetraeder eingeschrieben werden, deren Ebenen in x^ 
liegen; die Punkte von F^ sind i. A. Eckpunkte von je einem 
dieser Tetraeder. Ebenso gelten die reeiproken Sätze; 

„Drei einer cubischen Raumcurve k^ eingeschriebene Tetraeder 
„sind allemal einer geradlinigen Fläche $^ zweiter Classe uni- 
„ schrieben. Dieser Fläche können oc^ Tetraeder umschrieben 
„werden, deren Eckpunkte auf k^ liegen; die Berühr nngsebenen 
„von $^ sind die Flächen, die Sehnen von k^ aber sind die 
„Kanten von je einem dieser Tetraeder." 
Die Fläche $^ kann in eine Curve zweiter Classe, die vorige Fläche 
F^ kann in einen Kegel zweiter Ordnung ausarten. 

„Zu einer cubischen Raumcurve h^ stehen ct^ Flächen zwei- 
„ter Classe in der invarianten Beziehung, dass ihnen je (X^^ 
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„Tetraeder umschrieben werden können, welche der Curve ein- 

„geschrieben sind." 
Denn drei der Rauracurve eingeschriebene Tetraeder, die je eine 
gegebene Sehne von k^ zur Kante haben, bestimmen eine dieser 
Flächen; solcher Tetraeder tri pel aber giebt es oc^ verschiedene. — 
^u einem cubischen Ebenenbusehe! stehen cc^ Flächen aweiter 
Ordnung in der reciproken invarianten Beziehung. 



Vierundzwanzigster Vortrag. 

Projective Verwandtschaft einer Congrnenz erster Ord- 
nung und eines ebenen Feldes. Biquadratische Regel- 
flächen, erzeugt durch projective Ebeneubüschel 
zweiter Ordnung. 



Verschiedene Sätze des 19. und des 20. Vortrages legen wir 

■weiteren Untersuchungen au Grunde, indem wir sie folgender- 

massen zusammenfassen : 

„Zwei coUineare Strahlenbiindel S, S', die weder concentriseh 
„noch perspectiv liegen, erzeugen eine Strahlencongruenz erster 
„Ordnung, ausserdem aber eine Linie k^ dritter Ordnung, welche 
,, durch alle Schnittpunkte homologer Strahlen der Bündel geht. 
,, Diese Linie k^ enthält die singulären Punkte der Congrueaz, 
„und jeder Strahl der Congruena ist eine Sehne von Jc^. Die 
„Congruena ist von der dritten, zweiten oder ersten Classe, je- 
„nachdem die Linie k^ eine cubiscbe Raumcurve ist, oder in 
„einen Kegelschnitt und eine Gerade zerfällt, oder sich auf SS' 
,,und zwei andere Gerade m, v reducirt; im letzten dieser Fäll« 
„können u und v conjugirt imaginär sein oder zusammenfallen. 
„Die Linie k^ geht durch die Mittelpunkte der collinearen Biindel 
„S, S' und wird aus ihnen durch Kegel zweiter Ordnung pro- 
„jieirt, welche jedoch in dem aweiten und dem dritten der ge- 
,, nannten Fälle in je zwei Ebenen zerfallen." 

Wir unterlassen es, zu diesen Sätzen die reciproken, welche wir 

ebenfalls benutzen werden, hinzuzufügen. 
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L wir nun die Bündel S, S' reciprok auf ein ebenes 
Feld v]^, so wird dadurch auch die Strahlencongruenz erster Ord- 
nung projeetiv auf v]j bezogen. Nämlich jedem Punkte von fj^ 
entsprechen zwei homologe Ebenen der collinearen Bündel und 
deren zu der Cougruenz gehörige Schnittlinie, und einer beliebigen 
geraden Punktreihe von vj^ entspricht eine zu ihr projeetive ßegel- 
schaar oder Kegelfläche zweiter Ordnung, welche durch zwei ho- 
mologe Ebenenbüschel von S und S' erzeugt wird. 

Den Sehnen der Linie fc', aus welchen ja die Congruenz be- 
steht, entsprechen also die Punkte der Ebene 7]^; insbesondere ent- 
sprechen den Tangenten und Punkten von k^ die Punkte und 
Tangenten eines zu k^ projectiven Kegelschnittes x^, welcher als 
Carve zweiter Classe sich auf zwei Punkte reducirt, wenn k^ in 
eine Gerade und einen Kegelschnitt oder in drei Gerade zerKllt. 
Einer Geraden von i), entspricht in der Congruenz eine Kegel- 
fläcbe oder Regelschaar zweiter Ordnung, jenachdem die Gerade 
den Kegelschnitt it^ berührt oder nicht. Einem beliebigen Punkte 
von ■»!, entspricht demnach eine eigentliche oder aneigentliche 
Sehne von ft^, jenachdem er ausserhalb oder innerhalb y.\ liegt. 
Zwei Punkten von t]-,, die in Bezug auf x^ conjugirt sind, ent- 
sprechen zwei „conjügirte Sehnen" der Linie Jc^; dieselben sind 
conjugirt bezüglich aller zu k^ perspectiven Kegel zweiter Ord- 
nung und trennen zwei Tangenten der k^ harmonisch, wenn sie 
nicht beide eigentliche Sehnen sind. Einer beliebigen Sehne s 
von k^ sind unendlich viele andere Sehnen conjugirt; diese bilden 
i. A. eine Regelschaar, und nur dann einen Kegel zweiter Ord- 
nung, wenn s sich selbst conjugirt, also Tangente von k^ ist. 
Zwei sich schneidenden Sehnen von k^ entsprechen in t]^ zwei 
Punkte, die auf einer Tangente von y.^ liegen; den Kanten eines 
k" eingeschriebeneu Tetraeders entsprechen daher die sechs Eck- 
punkte eines Tangentenvierseits von nJ. 

Denjenigen Strahlen der Congruenz, welche eine beliebige Ge- 
rade g schneiden, entsprechen in v]j die Punkte eines zu g pro- 
jectiven Kegelschnittes -y^. Projieiren wir nämlich die Punktreihe 
g aus dem Punkte S durch einen Strahlenbüschel, so entspricht 
demselben in dem Bündel S' ein zu g projectiver Büschel, welcher 
mit g einen Ebenenbüschel zweiter (oder ausnahmsweise erster) 
Ordnung erzeugt; jede Ebene des letzteren Büschels, welchem in vii 
der Kegelschnitt y\ entspricht, hat mit der homologen Ebene des 
Bündels 6' einen die Gerade g schneidenden Strahl der Congruenz 
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gemein. Der Kegelschnitt yl zerfällt in eine Tangente von x^ und 
eine zu (f projective PuDktreihe, wenn in einem Pnnkte von ^ 
zwei homologe Strahlen der Bündel S and S" sich sehneiden, wenn 
also ff mit k^ einen Punkt U gemein hat. Da durch die Gerade«)' 
im Allgemeinen unendlich viele Ebenen gelegt werden können, 
welche je drei Sehnen von Jc^ enthalten, so können dem Kegel- 
schnitte 7^ im Allgemeinen unendlich viele Dreiecke eingeschrie- 
ben werden, welche dem Kegelschnitt ii\ umschrieben sind. 

Es giebt vierfach unendlich viele Kegelschnitte y\, die zu 
xf in dieser invarianten Beziehung stehen; jedem derselben ent- 
spricht eine Gerade </ nebst der Schaar der mit ^ ineidenten 
Hehnen von k^. Durch vier beliebige Punkte der Ebene % gehen 
i. A. zwei dieser Kegelschnitte 7^, weil vier beliebige Sehnen von 
k^ i. A. mit zwei Geraden incident sind. Den cc^ Kegelschnitten, 
welche irgend einem Tangenten drei eck von k? nmschrieben wer- 
den können, entsprechen die oc* Geraden einer Ebene. Den Ge- 
raden einer Schmiegungsebene von k^ entsprechen co^ Kegel- 
schnitte yf, welche den Kegelschnitt jtf in einem bestimmten 
Pnnkte taagiren. 

Einer Curve zweiter Ordnung ipf von tj, entspricht in der 
Congruenz erster Ordnung eine geradlinige Fläche F^, uud zwar 
jedem Punkte von tpj eine gerade Erzeagende von F*. Da cpi 
mit einem beliebigen der Kegelschnitte fl höchstens vier Punkte 
gemein hat, so giebt es auf F* höchstens vier Strahlen, welche 
die beliebige Gerade g schneiden; die Fläche F* ist also von der 
vierten Ordnung, Sie geht durch die Punkte der Linie k^ im 
Allgemeinen zweimal, weil 9^ mit den Tangenten von xf im All- 
gemeinen je zwei Pnnkte gemein hat, und wird erzengt durch 
K\ei pi jective Ebenenb ischel zweiter Ordnung, welche in den 
collinearen Bundein 6 S" der Curve ipf entsprechen. Da durch 
diese beiden prrjectiven Bi^chel die Collineation der Bündel völlig 
bestimmt ist so ergtebt sich 

Zwei nicht coneentnsche projective Ebenen büschel zweiter 
Oidnung eizeugen im allgemeinen eine geradlinige Flache 
vierter Ordnung mit einer cuhischen Doppelpunktslinie k^; die 
'Strahlen der Flache sind hehnen von k^ und werden aus je 
zwei Punkten dieser Linie durch projective Ebenenbiischel 
zweiter Orinunt; projieirt 
Der letzte Theil dieses Satzes erleidet nur dann gewisse leicht 
angebbare Emsehrinkungen wenn k^ in eine Gerade und einen 
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Kegelschnitt oder in drei Gerade zerfällt. Nämlicli die Strahlen 
der geradlinigen Fläche rierter Ordnung werden ioi ersteren Falle 
aus je zwei Punkten des Kegelschnitt ea und im letzteren Falle 
aus je zwei Punkten der zu k^ gehörigen Geraden SS', auf wel- 
cher die Mittelpunkte der beiden erzeugenden Ebenenbüschel liegen, 
durch projective Ebenenbüschel zweiter Ordnung projicirt. In dem 
letzteren Falle ist SS' ein zweifacher Strahl der Fläche. 

Werden die geradlinige Fläche F^, ihre Doppelpunktslinie h^ 
und die sie erzengenden Ebenenbösehel zweiter Ordnung mit einer 
beliebigen Ebene zum Schnitt gebracht, so ergiebt sich beiläufig: 
„Zwei projective Strahlenbüschel zweiter Ordnung, die in der- 
„selben Ebene liegen, erzeugen i. A, eine Curve k* vierter Oni- 
„üuug mit drei Doppelpunkten und bestimmen zugleich eine 
„Reihe projeetiver Strahlenbüschel zweiter Ordnung, welche zu 
„je zweien die nämliche Curve k* erzeugen. Die oc^ coUinearen 
„Felder, in welchen diese projectiven Büschel einander ent- 
„ sprechen, haben die drei Doppelpunkte von k* entsprechend 
„gemein"; 
denn sie sind Schnitte der co ^ eolünearen Bündel, welche zn zweien 
die Sehnen der cuhischen Raumcurve k^ erzeugen, und durch jeden 
der drei, auf k^ liegenden Doppelpunkte gehen oo^ homologe 
Strahlen dieser Bändel. Die Cnrve k* kann zerfallen in eine Ge- 
rade und eine Curve dritter Ordnung oder in zwei Gerade und 
einen Kegelschnitt oder in vier Gerade. 

Lassen wir den Kegelschnitt cp^ zusammenfallen mit y.\ oder 
mit einem der Kegelschnitte ff, so erhalten wir den Satz: 

„Die Tangenten der cnbischen Baumcurve k^ liegen auf eiiier 
„(abwickelbaren) Fläche vierter Ordnung. Die Sehnen von t^ 
„welche eine beliebige Gerade */ sehneiden, Hegen ebenfalls auf 
„einer Fläche vierter Ordnung." 
Die letztere Fläche hat mit einer durch ff gelegten Ebene im All- 
gemeinen drei Sehnen gemein und wird von ihr berührt in den 
Schnittpunkten der Geraden g mit den drei Sehnen; die Ebenen 
des Büschels g sind demnach dreifach berührende Ebenen dieser 
Fläche. 

Die allgemeinere Fläche F* kann auch beschrieben werden 
mittelst einer Linie dritter Ordnung h^ und eines Kegels zweiter 
Ordnung, dessen Mittelpunkt auf h^ liegt. Nämlich alle Sehnen 
von k^, welche den Kegel berühren, liegen auf einer Flache F^ 
vierter Ordnung, weil sie aus dem Mittelpunkte des Kegels dnrch 
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eineE Ebeuenbüsebel zweiter Ordnung projicirt werden. Durcb 
einen beliebigen Punkt P von k^ gehen zwei reelle oder zwei 
imaginäre Gerade der Fläche f*, jenacidem P ausserhalb oder 
innerhalb des Kegels liegt; im letzteren Falle ist P ein isolirter 
Doppelpunkt der Fläche, Die beiden durch P gebenden Geraden 
von F^ fallen zusammen, wenn P auf dem Kegel zweiter Ord- 
nung liegt: in diesem Falle ist P ein Rückkehrpunkt der Fläche 
P*, und letztere wird längs der durch P gehenden „singulären" 
Erzeugenden von einer einzigen Ebene berührt. Die geradlinige 
Fläche F* hat im Allgemeinen hi5chstens vier Rück kehr punkte 
und singulare Erzeugende; und zwar entsprechen den Rüekkehr- 
pnnkten die gemeinschaftlichen Tangenten der Kegelschnitte j£| 
und fpf. Nur wenn 9* mit y.\ zusammenfällt, wenn also P* die 
Tangentenfläehe der Raumcurve fc^ dritter Ordnung ist, hat F* 
jeden Punkt dieser Raumcurve zum Rückkehr punkt. Im Ällge- 
meineu enthält F* höchstens vier Tangenten von k^; denselben 
entsprechen die gemeinschaftlichen Punkte von xf und (pf. 

Eine Ebene, welche zwei sich schneidende Strahlen der Fläche 
F^ verbindet, schneidet dieselbe ausserdem in einer zu (pf pro- 
jectiven Curve zweiter Ordnung 9^. Nämlich je zwei projective 
Ebenenbüschel zweiter Ordnung, welche die Fläche P* erzeugen, 
werden von der Ebene in zwei zu 9^ projectiven Strahlenbüscheln 
zweiter Ordnung geschnitten, und da letztere zwei Strahlen ent- 
sprechend gemein haben, so erzeugen sie einen zu ihnen projec- 
tiven Kegelschnitt 9^ (I. Äbth. Seite 137). Wenn die Strahlen 
von P* eine Gerade g schneiden, so zerfällt 9^ in c/ und eine 
Sehne von A*; in jedem anderen Falle kann die Fläche F* nicht 
blos durch projective Ebenenbüsche!, sondern auch auf die reci- 
proke Art durch projective Curven zweiter Ordnung 9^ erzeugt 
werden. Die Ebenen aller dieser auf F* liegenden Cnrven zwei- 
ter Ordnung bilden einen cubiscben Ebenenbüsebel y." und sind 
doppelt berührende Ebenen der Fläche P*. 

Wir erhalten drei verschiedene Hauptarten der geradlinigen 
Fläche F* vierter Ordnung, jenachdem ihre Doppelpunkts-Linie k^ 
eine irreducible cubische Raumcurve ist, oder in einen Kegelschnitt 
und eine Gerade, oder endlich in drei Gerade zerfällt. Der von 
den doppelt berührenden Ebenen gebildete Büschel ist, wie wir 
sehen werden, bei der ersten Hauptart ein irreducibler cubischer 
Ebenenbüsche]; bei der zweiten und der dritten Hauptart zerfällt 
er in zwei Ebenenbüschel erster und zweiter Ordnung resp. in drei 



Hosted by 



Google 



234 Vierundzwanzigater Vortrag. 

Ebenenbiische! erster Ordnung. Wir wollen diese drei Hauptarten 
jede für sieb untersucben. 

Wenn die Linie k^ in drei Gerade SS', u, v zerfällt, von 
denen die letzteren beiden auch imaginär sein oder zusammen- 
fallen können, so werden die Strahlen der Pläcbe F* aus den 
Punkten der Geraden SS' durch Ebenenbüschel zweiter Ordnung 
projicirt und von den durch SS' gehenden Ebenen in Curven 
zweiter Ordnung geschnitten. Alle diese Ebenenbüschel und Curven 
aber sind projeetiv zu einander (Seite 179) und an dem Kegel- 
schnitt ip^. Wenn eine Gerade an zwei windschiefen Geraden w, 

V hingleitet nnd dabei beständig einen Kegelschnitt ip^ schneidet 
oder einen behebigeu Kegel zweiter Ordnung berührt, so beschreibt 
sie diese Art von Flächen vierter Ordnung, Die Geraden u und 
p sind, wie man auch aus dieser Erzeagungsart leicht erkennt, 
Doppelpunkts-Gerade der Fläche F^; die Gerade SS' aber, welche 
in der Ebene des Kegelschnittes tp^ liegt und u und v schneidet, 
ist ein eigentlicher oder isolirter Doppelstrahl oder ein Rückkehr- 
strahl von F\ jenaehdem sie zwei reelle oder zwei imaginäre 
Punkte oder einen Berührungspunkt mit 9^ gemein hat. Die 
doppelt berührenden Ebenen dieser F* bilden drei gewöhnliche 
Ebenenbüschel mit den Axen SS', u und v. Die Ebenen vou 
SS' sehneiden die Fläche in Curven zweiter Ordnung, diejenigen 
von u und v in je zwei reellen oder imaginären Erzengenden. 
Diese Fläche F* ist zu sieh selbst reciprok und in unendlich vielen 
NuUsystemen sieh selbst zugeordnet, weil ihre Strahleu einer li- 
nearen Congraenz und folglieh unendUch vielen linearen Strahlen- 
eomplexen angehören. 

Wenn zweitens die Linie k^ zerfällt in eine Gerade v und 
eine Curve zweiter Ordnung k^, welche mit v einen Punkt gemein 
hat (Seite 190), so liegen die Strahlen der Fläche F* in einer 
Congruenz erster Ordnung und zweiter Classe und werden ans 
den Punkten von k^ durch projective Ebeneubüsehel zweiter Ord- 
nung projicirt. Gleitet also au einem Kegelschnitt k" und einer 
Geraden v, die sich in einem Punkte schneiden, eine Gerade hin 
so, dass sie beständig einen Kegel zweiter Ordnung berührt, dessen 
Mittelpunkt auf k^ liegt, so beschreibt sie diese Art von Flachen 
vierter Ordnung. Ein Pankt von k^ oder v ist ein eigentlicher 
oder ein isolirter Doppelpunkt der Fläche F*, jenaehdem er ausser- 
halb oder innerhalb des Kegels liegt. Jede Ebene des Büschels 

V ist eine doppelt berührende Ebene der Fläche F*; sie schneidet 
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die Fläche in v und in zwei reellen oder imaginären Strahlen, 
welche mit v die beiden Berühr nngspunlcte gemein haben. Ändere 
doppelt berührende Ebenen erbalten wir, wenn wir je zwei, durch 
einen Punkt von v gehende Strahlen der F^ verbinden; diese 
Ebenen schneiden die Fläche F* ausserdem in projectiven Curven 
zweiter Ordnung, durch welche F* erzeugt werden kann, und bil- 
den einen Ebenenbüschel zweiter Ordnung. Sie können nämlich 
nicht zwei Büschel erster Ordnung bilden, weil sonst die Fläche 
zu der vorhin betrachteten Hauptart gehören würde. Der Ebenen- 
büsehel x^ dritter Ordnung, welcher die doppelt berührenden 
Ebenen dieser Fläche .F* enthält, zerfällt also in den Büschel v 
und einen Büschel zweiter Ordnung, welcher mit v eine Ebene 
gemein hat. Auch diese Hauptart von geradlinigen Flächen vier- 
ter Ordnung ist zn sich selbst reciprok; doch giebt es kein Null- 
eystem, in welchem ihre Strahlen sich selbst zugeordnet wären. 

Da die Fläche F^ im Allgemeinen auch durch projective Cur- 
ven zweiter Ordnung erzeugt werden kann, so ergiebt sich aus 
dem Vorhergehenden, dass ihre doppelt berührenden Ebenen nur 
dann drei Büschel erster oder zwei Büschel erster und zweiter 
Ordnung bilden, wenn ihre Doppelpunkts-Linie k^ in drei Gerade 
oder in eine Gerade und einen Kegelschnitt zerfällt. 

Wenn also die Doppelpunkte der Fläche F* in einer irredu- 
ciblen cubischen Raumeurve k^ liegen, so bilden ihre doppelt be- 
rührenden Ebenen einen irreducibleu cubischen Ebenenbüschel k'. 
Eine Ausnahme macht nur die besondere Fläche, welche alle eine 
Gerade (/ schneidenden Sehnen von k^ enthält; zu dieser Fläche aber 
ist diejenige reciprok, welche die mit einer Geraden incidenten 
Axen eines irreducibleu cubischen Ebenenbüschels verbindet, und 
von weicher die Punkte dieser Geraden dreifache Punkte sind. 
Sehen wir von diesem Specialfalle ab, so gilt der Satz*): 

„Die geradlinige Fläche F* vierter Ordnung mit einer irredu- 
„ciblen cubischen Doppelpunktseurve k^ ist sich selbst in einem 
„Nullsysterae zugeordnet, seine Erzeugenden sind Sehnen von 
,,Ä* und zugleich Strahlen des zu dem Nullsysteme gehörigen 
„linearen Complexes." 
Wir beweisen den Satz, indem wir die Fläche als Erzeuguiss von 
zwei projectiven Ebeneubüscheln S, Sj zweiter Ordnung betrachten. 

*) Dieser Satz rührt von Clebsch her (Math. Ann. Bd. H), der nach- 
folgende synthetische Beweis von Herrn Jolles. 
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Die Schuittlinien a, b, c, d, e von fünf paar homologen Ebenen 
aa,, ßß,, YVii 5^11 ss, dieser Büschel bestimmen als LeitstraHen 
ein Nullsystem, in welchem den Büscheln S, S, zwei zu ihnen be- 
ziehungsweise perspective Curven zweiter Ordnung ö, Cj zugeord- 
net sind. Es ist also auch S(<x.^'!h&)~/\Si(abcde), und da die 
fünf Ebenen a, ß, . . ., s durch a, 5, , . ., e und folglich durch 
die ihnen entsprechenden Punkte a^a, s^ö, . . ., s^e von öj gehen, 
so ist S perspectiv zu Sj (I. Abth. Seite 136). Jede Ebene des 
Büschels S geht folglieh durch den Nnllpnnkt der entsprechenden 
Ebene von Sj und schneidet letztere in einem Leitstrafale des 
Null sy Sternes , wie der Satz behauptet. — Jedem Doppelpunkte 
von F* ist in diesem Nutlsysteme eine doppelt berührende Ebene 
von F^ zugeordnet. Die Fläche F* wird auch gebildet von den- 
jenigen Leitstrahlen des Nullsjstems, welche Äsen des von den 
doppelt berührenden Ebenen gebildeten cubiscfaen Ebenenbüschela 
sind. Sie wird von diesen Ebenen in projectiven Curven zweiter 
Ordnung geschnitten und kann auch als deren Erzengniss betrach- 
tet werden. 



Fünfiindzwanzigster Vortrag. 

Geometrische Verwandtschaften zweiten Grades. 



Wenn ein ebenes Feld 7> auf ein anderes i)i in zweifacher 
Art reciprok und folglich anf sich selbst coUinear bezogen wird, 
so entsprechen jedem Punkte Pj von i]j zwei homologe Gerade p 
und p' von t] and damit auch deren Schnittpunkt P; umgekehrt 
entsprechen dem Punkte P von t\ zwei Gerade in ■>i^ und deren 
Schnittpunkt Pj. Wenn der Punkt Pj sich in einer Geraden be- 
wegt, so beschreibt der entsprechende Punkt P im Allgemeinen 
nicht eine Gerade, sondern eine Curve zweiter Ordnung; die 
beiden homologen Strahlen p und p' nämlich beschreiben zwei 
projeetive Strahlenbüschel, und diese erzeugen, wenn sie nicht 
perspectiv liegen, die von P beschriebene Curve zweiter Ordnung. 
Indem wir annehmen, daas die colhneare Beziehung des Feldes ■»] 
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auf sich selbst, welche aus ^er zweifachen reciproken sich ergiebt, 
keine perspective iat, erhalten wir den Satz: 

„Durch die zweifache reciproke Verwandtschaft von -r\ und ^^ 
„wird zwischen diesen ehpnen Feldern eine quadratische Be- 
„ziehnng oder geometrische Verwandtschaft zweiten Grades 
„hetgestellt, «odas'- einem beliebigen Puflkte des einen Feldes 
„im AUgememfu em Punkt, einer beliebigen Pnnktreihe erster 
„Ordnung aber eine 7ii ihr projective Punktreihe zweiter Ord- 
,,nung in dem anderen Felde entspricht. Einer beliebigen Ge- 
„laden de*? letzteren Felde« entspricht ebenso ein Kegelschnitt 
„de« etsteren " 

Dieser qu ad tätlichen Veiwdndtsehaft von ■»; und v|j steht eine 
andeie reciprok gegenüber, bei welcher jedem Strahle von t] im 
Allgemeinen ein Strahl von /]j entspricht, einem beliebigen Strahlen- 
büschel erster Ordnung aber ein Büschel zweiter Ordnung. Er- 
setzt man eines der beiden ebenen Felder durch ein zu ihm reci- 
prokes, eihalt man noch eine dritte quadratische Verwandtschaft 
ebener Felder, indem jedem Punkte des einen ein Strahl des an- 
deren Feldes entspiicht jedei Punktreihe erster Ordnung des 
ersteien abei em Stiahlenbuschel zweiter Ordnung des letzteren. 
Wii wollen nui die zueilt helgestellte quadratische Verwandtschaft 
nähei uuteisuchen und auch auf die analogen Verwandtschaften 
von Ml ahlenhundeln hiei nicht eingehen. 

Da ■»] in doppelter Weise reciprok auf v], bezogen ist, sodass 
jedem Punkte oder Strahle von fij zwei Strahlen resp. Punkte 
von 1] entsprechen, so erhalten wir in v] zwei collineare ebene 
Felder. Projicireu wir diese aus irgend zwei Punkten, deren 
Verbindungslinie weder durch einen sich selbst entsprechenden 
Punkt geht, noch einen sieh selbst entsprechenden Strahl schneidet, 
so erhalten wir zwei collineare, zu i}^ reciproke Strahlenbündel, 
welche die Sehnencongruenz einer cubischen Raumciirve k^ er- 
zeugen. Diese Oongruenz aber ist durch die beiden Bündel pro- 
jectiv auf -»ji bezogen (Seite 230), und von ihr ist das ebene Feld r, 
ein Schnitt. Dadurch ist die Untersuchung der quadratischen 
Verwandtschaft von v] nnd tjj mit einer früheren Untersuchung 
in nahen Zusammenhang gebracht. — Uebrigens werden die colli- 
nearen Bündel, durch welche die Congruenz aus den übrigen 
Punkten von k^ projicirt wird, alle von der Ebene vj in coUinearen, 
zu i]j reciproken Feldern geschnitten, und es folgt beiläufig: 
,,Ans zwei Correlationen der beiden Felder r\ und i^i ergeben 
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„sich unendlich viele andere, von welchen beliebige zwei allemal 
„zu der nämlichen quadratischen Punkt- Verwand tschaft führen 
„wie jene." 

Jedem Punkte von t]j entspricht eine Sehne von fc* und deren 
Schnittpunkt in vj ; jeder Geraden «j von vi^ entspricht in der Sehnen- 
congruenz eine Fläche zweiter Ordnung, welche durch die Raum- 
curve k^ geht, und in r\ ein Schnitt dieser Fläche, welcher alle 
gemeinschaftlichen Punkte von t) und k^ enthält; dreht sich die 
Gerade »j in r\j um einen auf ihr liegenden Punkt, so beschreibt 
die entsprechende Flache zweiter Ordnung in der Sehnencongrnenz 
einen Flächenbüsehel, und folglieh der entsprechende Kegel- 
schnitt in y\ einen Kegelschnittbüschel (Seite 222). Für solche 
Büschel von Curven zweiter Ordnung können wir ans der 
quadratischen Verwandtschaft sofort gewisse Haupt-Eigenschaften 
ableiten. 

Sei Ä^ der Mittelpunkt eines in -i], liegenden Strahlenbüschels 
und A der entsprechende Pnnkt von ■>], durch welchen alle Curven 
des zugehörigen Kegel schnittbüsch eis gehen, sei ferner g eine be- 
liebige Punktreihe erster Ordnung von v], welcher in r\j ein zu g 
projectiver Kegelschnitt ^\ entspricht. Wenn die Gerade g nicht 
durch A geht, so geht y^ nicht durch Ä^; in diesem Falle werden 
also die Punkte des Kegelschnittes vf durch den Strahlenbüschel 
Ai, und folglieh diejenigen der Geraden g durch den Kegelschuitt- 
büschel A involutorisch gepaart. Dabei ist jedoch zu bemerken, 
dass fl in zwei Gerade g^ und Mj, von welchen die eine ^, zu g 
projectiv ist, zerfallt, wenn g die Raumcurve k^ in einem Punkte 
f/ schneidet (Seite 231). Wenn die Gerade y durch den Punkt A 
geht, so hat sie mit den Kegelschnitten des Büschels noch je 
einen von A verschiedenen Punkt gemein; zugleich geht dann yJ 
durch A^. Da nun alle in fi^ liegenden Geraden g^ und alle 
durch A^ gehenden Kegelschnitte y^ durch den Strahl enbüschel ji, 
projectiv auf einander bezogen werden, so folgt: 

„Durch den Kegelschnittbüsehel werden alle Punktreihen erster 
„Ordnung von v], welche je einen gemeinschaftlichen Punkt der 
„Kegelschnitte enthalten, projectiv auf einander bezogen, so 
„dass auf jedem Kegelschnitt des Büschels eine Gruppe homo- 
„loger Punkte der Punktreiben liegt." 

,,Jede Gerade von i], welche durch keinen solchen gemein- 
„ schaftlichen Punkt geht, wird von dem Kegelschnittbüsehel in 
,, einer Punktinvolution geschnitten, so dass je zwei einander 
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„zugeordnete Punkte der InTOlution auf einem Kegelschnitt des 
,, Büschels liegen." 

Ans dem zweiten dieser Sätze folgt, dass der Büschel durch 
zwei seiner Kegelschnitte völlig bestimmt ist. Um nämlich einen 
beliebigen dritten, durch einen gegebenen Punkt P gehenden 
Kegelschnitt des Büschels za eoustruiren, legen wir durch P 
Strahlen, welche die gegebenen beiden Kegelschnitte a" und ß* in 
je zwei Punkten schneiden. Da a^ und ß^ bei der vorliegenden 
Art von Büscheln mindestens einen gemeinschaftlichen Punkt haben, 
so sind unendlich viele solche Strahlen möglich. Die beiden 
Punktepaare, in welchen ein solcher Strahl s von a^ und ß* ge- 
schnitten wird, bestimmen in s eine involu torische Punktreibe; 
und suchen wir in dieser den zu P zugeordneten Punkt, so liegt 
derselbe auf dem durch P gehenden Kegelschnitte des Büschels. 
Sind von dem Büschel drei Kegelschnitte gegeben, so kann ein 
beliebiger vierter auch mittelst des ersten der obigen Sätze leicht 
coiistruirt werden. 

In der Ebene ij, welche wir als Schnitt der zu i], projec- 
tiven Sehnencongruenz der Raumcurve h^ auffassen lernten, liegen 
auch einzelne Sehnen und Punkte von k^, nämlich höchstens drei 
Punkte und drei Sehnen und mindestens ein Punkt und eine 
Sehne. Die Punkte einer solchen Sehne u entsprechen alle dem- 
selben Punkte f7j des ebenen Feldes tj^ ; und einem gemeinschaft- 
lichen Punkte U von i] und k^ entsprechen iu i]i die sämmtlichen 
Punkte einer Geraden m,, welcher in der Sehnencongruenz der 
Kegel f7(Ä^) zweiter Ordnung entspricht. Die Punkte U und JJ^ 
bilden also eine Ausnahme von der Regel, nach welcher jedem 
Punkte des einen Feldes ein einziger Punkt des anderen entspricht. 
Wir wollen sie ,, Hauptpunkte" der ebenen Felder nennen, und 
die ihnen entsprechenden Geraden sollen ,,Hanptlinien" heissen. 
In jeder Ebene -t\ liegen (Seite 196) eben so viele reelle Punkte 
wie reelle Sehnen der Raumcurve dritter Ordnung; also: 

„Das ebene Feld t\ enthält ebenso viele reelle Hauptlinien wie 
,, reelle Hauptpunkte, und zwar mindestens eine und höchstens 
„drei; genau so viele wie v] besitztauch T(j, weil jedem Haupt- 
„pnnkte des einen Feldes eine Hauptlinie des anderen entspricht. 
„Die Verbindungslinie von zwei Hauptpunkten eines Feldes ist 
„eine Hauptlinie desselben und der Schnittpunkt von zwei 
„Hauptlinien ist ein Hauptpunkt." 
Der letzte Theil des Satzes folgt daraus, dass jede Verbindungs- 
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linie von zwei Punkten der Raamcurve k^ eine Seine der Curve 
ist, und jeder Schnittpunkt von zwei Sehnen auf der Carve liegt. 
Jeder geraden Punktreihe von v], eötspricht in der Sehnen- 
congruenz der Raumcurve Ä* eine durch h^ gehende Flache zweiter 
Ordnung; und vrir wissen, dasa die Punkte einer beliehi gen Sehne 
paarweise conjugirt sind in Bezug auf alle durch h^ gelegten 
Flächen zweiter Ordnung. Die Kegelschnitte in i], welche den 
Geraden von i)^ entsprechen, liegen nun aber auf diesen Flächen 
zweiter Ordnung, so dass sich ergiebt: 

,,Die Kegelschnitte des einen Feldes v], welche den Geraden des 

„auderea 1^1 entsprechen, gehen durch alle Hauptpunkte von r\; 

„die Punkte jeder Hauptlinie von ■<) sind paarweise conjugirt 

,, hinsichtlich jener Kegelschnitte." 
Analoges gilt für die Kegelschnitte von v]j, welche den Geraden 
von f\ entsprechen. 

Einem beliebigen Kegelschnitt <f\ von v]j entspricht (Seite 232) 
in r, eine Curve 9* vierter Ordnung, welche jeden Hauptpunkt 
von 11 zum Doppelpunkt hat. Geht cpj durch einen Hauptpunkt 
von 1],, so zerfällt fp^ in eine Hauptlinie von ij und eine Curve 
dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt. Geht 9^ durch zwei 
Hauptpunkte von ■r]^, so zerfällt 9* in zwei Hauptlinien von ti 
und eine zu cpf projective Curve zweiter Ordnung. 

Sei U ein Hauptpunkt und <f eine beliebige durch ihn gehende 
Gerade von tj; dann zerfällt der Kegelschnitt von \, welcher der 
Geraden </ entspricht, in die dem Punkte ü entsprechende Haupt- 
linie Mj und eine zu g projective Gerade ^j. Denn alle Sehnen 
der ßaumcurve k^, weiche von g ausserhalb des Punktes ü ge- 
troffen werden, bilden eine Regelschaar, und dieser entspricht in tjj 
die Punktreihe ^j . Die Gerade i/j muss durch einen Hauptpunkt f7j 
der Ebene vjj gehen; denn weil 5 ein Leitstrahl der Regelschaar 
ist, so liegt ein Strahl u derselben in der durch g gehenden Ebene t,, 
und der ihm entsprechende Hauptpunkt P, ist deshalb auf g^ 
enthalten. Den durch U gehenden Geraden g von f\ müssen dem- 
nach die durch iJ, gehenden Geraden g^ von ■<ii entsprechen. Wir 
wollen die Punkte fJ und L\ zwei ,,eiuauder zugeordnete" Haupt- 
punkte der Felder nennen. Die Büschel Pund ü^, sind projeetiv; 
denn einer beliebigen Geraden a von S entspricht in 15, ein zu a 
projectiver, durch U^ gehender Kegelschnitt ol\, und die Büschel U 
und t'i liegen perspectiv zu « resp, a^. Also: 

,,üie Hauptpunkte der Felder r^ und t\i sind paarweise einander 
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„Kugeorduet, so dass jeder Geraden g von t], welche dnreb 

„einen Hauptpunkt TJ geht, eine zu g projeetive Gerade g^ 

„TOn Tjj entspricht, welche durch den zugeordneten Hauptpunkt 

„ Ui geht. EHe Büschel TJ und U^ sind projectiv in Ansehung 

„ihrer einander entsprechenden Geraden." 

Weil ein Kegelschnitt von ■»}, welcher diu-ch zwei Hauptpunkte 

TJ, V geht, aus V und V durch projeetive Strahlenbüschel pro- 

jieirt wird, und weil diesen in vii zwei projeetive Büschel Fj und 

Fj entsprechen, so ergiebt sich : 

„Jedem Kegelschnitte des einen ebenen Feldes, welcher durch 
„zwei Hauptpunkte geht, entspricht in dem anderen Felde ein 
„zu ihm projectiver Kegelschnitt, welcher durch die zugeordneten 
„beiden Hauptpunkte geht." 

Wir können die ebenen Felder in eine solche Lage bringen, 
dass die Büschel U und f7i perspectiv werden und Schnitte 
eines und desselben Ebenenbüsehels sind. Sei z die durch TJ 
und V-^ gehende Äse dieses Ebenenbüschels; dann liegen je zwei 
einander entsprechende Punkte der Felder mit z in einer Ebene. 
Projiciren wir die Felder -t\ und i^i beziehungsweise aus zwei 
beliebigen auf z liegeudeu Punkten S und Sj, so erhalten wir 
zwei quadratisch verwandte Strahlenbündel. Je zwei homologe 
Strahlen dieser Bändel liegen mit z in einer Ebene und schneiden 
sich; und alle so entstehenden Schnittpunkte sind auf einer durch 
S und 5, gehenden Fläche enthalten, welche mit jeder Ebene der 
Bündel S und Sj einen Kegelschnitt gemein hat, also eine Fläche 
zweiter Ordnung sein muss. Geht nämlich eine beliebige Ebene 
durch SS-i, so enthält sie zwei projeetive Strahlenbüschel der Bündel 
S und S^, und diese Strahlenbüscbel erzeugen einen Kegelschnitt. 
Geht die Ebene durch den Punkt S, so enthält sie von S einen 
Strahlenbüschel, welchem im Bündel Sj ein durch S", l/, gehender 
Kegel zweiter Ordnung entspricht, und letzterer hat mit der Ebene 
den erwähnten, durch 8 gehenden Kegelschnitt gemein, Ist u die 
Hauptlinie von 7], welche dem Hauptpunkte D, von r^ entspricht, 
so ist Su die Berührungs-Ebene der Fläche zweiter Ordnung im 
Punkte S; denn jeder in Su liegende Strahl von S enteprieht dem 
gemeinschaftlichen Hauptstrahle S^ S der Bündel und berührt in S 
die Fläche. Man kann sich auf diese Weise mittelst der Fläche 
zweiter Ordnung eine sehr einfache und deutliche Vorstelluug von 
der quadratischen Verwandtschaft machen. 

R eye, Geometrie äer Lage. II. 3. Aufl. 16 
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Beispiele von geometrischen Verwandtschaften zweiten Grades 
sind uns schon in der ersten Abtheiluug dieses Buches mehrfach 
(Seite 102, 180, 186, 199, 201) begegnet, von denen hier nur die 
Verwandtschaft der Inversion erwähnt sei. Wir fügen noch fol- 
gende Beispiele hinzu; 

,,Eine lineare Strahleneongruenz wird von zwei beliebigen 
„Ebenen in quadratisch verwandten Puuktfeldern geschnitten 
„und aus zwei beliebigen Punkten durch quadratisch verwandte 
„ Ebenenbündei projicirt." 

„Ein Ebenenbündei zweiter Ordnung wird von je zwei seiner 

„Ebenen in quadratisch verwandten Strahlenfeldern geschnitten." 

„Ordnet man in einem polaren Felde jedem Strahle den ihm 

„conjugirten Normalstrahl zu, so erhält man zwei quadratisch 

„verwandte Strahlenfelder in involutoriacher Lage." 



Sechsundzwanzigster Vortrag. 

Lineare Strahlencomplexe als Träger anderer linearer 
Complexe. 

Wir nennen zwei Elemente oder räumliche Gebilde „einander 
augeordnet bezüglich eines linearen Strahlencomplexes "■, wenn sie 
in dem Nullsysteme, aus dessen Leitstrahlen der Comples besteht, 
einander zugeordnet sind. Bezüglich eines linearen Complexes T 
sind die übrigen oc^ linearen Complexe paarweise einander, zum 
Theil aber sieh selbst zugeordnet. Insbesondere sind die oc^ 
speciellen Complexe, deren Strahlen je eine Axe schneiden, zugleich 
mit ihren Axen paarweise einander zugeordnet, und ntu- diejenigen 
unter ihnen, welche je einen Strahl von T zur Axe haben, sind 
sich selbst zugeordnet in Bezug auf F. Wir werden uns in diesem 
Vortrage mit den linearen Complexen, w^elehc' bezuglich gegebener 
Complexe sich selbst zugeordnet sind, näher beschäftigen, schicken 
aber einige Sätze über Complexbüschel voraus. 

Ein ,, Complexbüschel" besteht aus den o&' linearen Strahlen- 
-complexen, welche durch eine] lineare Strahleneongruenz gehen 
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(vgl. 8. 180); die Congrnenz möge die „Basis" des Complexbüschels 
heissen. Vier beliebige Strahlen, die nicht auf einer Fläche zweiter 
Ordnung oder zweiter Classe liegen, bestimmen eine durch sie 
gehende lineare Congrnenz und damit zugleich einen Complex- 
büschel. Durch jeden Strahl, der nicht in der Congruenz ent- 
halten ist, geht ein Complex des Büschels {8. 180). Die beiden 
Äsen der Congruenz sind einander zugeordnet bezüglich aller 
Complexe des Büschels, weil sie die oo^ gemeinsamen Strahlen 
der Complexe schneiden; sie sind die Axen von zwei speciellen 
Complexen des Büschels. Also: 

„Ein Complexbüschel enthält i, A. zwei specielle Complexe." 
Der Complexbüschel ist zugleich mit seiner Basis durch je zwei 
seiner Complexe bestimmt, insbesondere auch durch seine beiden 
speciellen Complexe. Die letzteren können übrigens imaginär sein 
oder zusammenfallen. 

Bezüglich der oc ' Complexe des Büschels sind einer Geraden 
g, die in keinem der beiden speciellen Complexe liegt, die Strahlen 
einer Regelsehaar R zugeordnet, welche g und die beiden Axen 
der Congruenz enthält. Denn alle Strahlen der Congruenz, welche 
g schneiden, liegen in einer Regelschaar (S. 178), und von dieser 
ist B die Leitsehaar; jeder Strahl jr, von R aber ist der Geraden 
g zugeordnet bezüglich eines Complexes des Büschels, weil ein 
solcher Complex bestimmt ist diireh die beiden zugeordneten Ge- 
raden g, g^ und einen beliebigen Strahl / der Congrnenz. Der 
Geraden g ist bezuglich eines speciellen Complexes dessen Äxe a 
zugeordnet; denn jeder durch g gehenden Ebene ic ist ihr Schnitt- 
punkt mit a zugeordnet, weil durch diesen die in tc liegenden 
Strahlen des speciellen Complexes geben. 

Zwei durch g gelegten Ebenen sind bezüglich der Complexe 
des Büschels die Punkte zweier Strahlen der Congruenz zugeord- 
net, und zwar bilden diese Nullpunkte zwei zu der Regelschaar 
R perspective und folglich projective Punktreihen. Ebenso bilden 
die Nullebenen von zwei beliebigen Punkten der Geraden g zwei 
projective und zn R perspective Büschel erster Ordnung. Daraus 
folgt, weil g eine beliebige Gerade ist: 

„Die Nullpunkte beliebiger Ebenen bezüglich der oo' linearen 
„Complexe eines Complexbüschels bilden Punkreihen, und die 
„Nullebenen beliebiger Punkte bilden Ebenenbüschel erster Ord- 
„nung, welche durch den Complexbüschel projectiv auf einander 
„bezogen sind. Zu diesen Punktreihen und Ebenenbuscheln sind 

16* 
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„auch die Regeischaaren E projecttv, welche beliebigen Geraden 
„gf in Bezug auf den Complexbüschel zugeordoet sind. Bezüglich 
„Tier harmonischer Complexe hat jede beliebige Ebene vier har- 
„monische Nullpunkte und jeder beliebige Punkt vier harmo- 
„nische Nullebenen." 
Wenn ein Eiementargebilde zn jenen Pnnktreihen und Ebenen- 
biischeln projectiv ist, so wollen wir sagen, es sei zu dem Com- 
plexbüschel projectiv. Um zwei Complexbüsche! projectiv auf ein- 
ander zn beziehen, kann man in ihnen drei paar homologe Com- 
plexe willkürlich annehmen. 

Ausnahmen erleiden die obigen Sätze für die Punkte, Ebenen 
und Geraden, welche mit der einen oder der anderen Ase der li- 
nearen Congruenz, der Basis des Complesbüschels, ineident sind. 
Denn die Nullpunkte einer Ebene, welche durch eine dieser Axen 
geilt, fallen zusammen mit einem Punkte der anderen Äse, und 
ebenso fallen die Nullebeneu eines Punktes, der auf einer Axe 
liegt, zusammen. Wenn die Gerade g eine der beiden Axen schnei- 
det, so sind ihr die Strahlen eines zu dem Com plexbüschel pro- 
jeetiven Strahlenbüschets zugeordnet; derselbe liegt in der Null- 
ebene des Schnittpunktes, und in seinem Mittelpunkte wird die 
Ebene, welche g mit der Axe verbindet, von der anderen Axe 



Wir werden die Com plexbüschel sogleich benutzen bei der 
Erörterung der linearen Complexe, welche in Bezug auf gegebene 
lineare Complexe sieh selbst zugeordnet sind. Zuvörderst beweisen 
wir folgenden Hauptsatz: 

„Von zwei nicht speciellen linearen Complexen T, T' ist jeder 
„sich selbst zugeordnet bezüglich des anderen, wenn der eine 
„r' irgend zwei Strahlen g, y^ enthält, die bezüglich des anderen 
„Complexes r einander zugeordnet sind." 
Sei nämlich l ein zu g und i/j windschiefer gemeinsame!- Strahl 
der beiden Complexe; dann ist P in Bezug auf P' einem linearen 
Complexe zugeordnet, welcher mit 1' identisch ist, weil in ihm 
wie in F der Strahl l sich selbst und die Geraden g, g^ einander 
zugeordnet sind (vgl. S. 168), Die Strahlen von P sind also wirk- 
lich paarweise einander zugeordnet in Bezug auf T\ jeder der 
beiden Complexe enthält Paare von Strahlen, die bezüglich des 
anderen Complexes einander zugeordnet sind, und auch F' ist folg- 
lich in Bezug auf F sich selbst zugeordnet. — Beispielsweise ist 
von den drei linearen Complexen, welche je zwei paar Gegenkanten 
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€ines Tetraeders mit eiüer beliebigen Geraden verbinden, jeder sich 
selbst zugeordnet bezüglich der beiden anderen. 

Die beiden linearen Complexe F, T' weisen jeder Ebene zwei 
Nullpunkte zu, die auf einem gemeinsamen Strahle s der Complexe 
liegen und homologe Punkte von zwei collinearen Räumen sind. 
Diese Räume nun liegen involutorisch und bilden einen geschaart 
involutorisehen Raum, weun der Complex T" sich selbst zugeord- 
net ist in Bez.ng auf F. Denn seien g, (/, zwei Strahlen von F', 
die in Bezug auf F einander zugeordnet sind, und von welchen 
der eine und folglich (S. 167) jeder den gemeinsamen CompJes- 
strahl s schneidet; dann sind der Ebene gs in F und F' dieselben 
beiden Punkte ^^s und e/s zugeordnet, wie der Ebene g^^s in resp. 
F' und F, sodass diese Punkte und ebenso die beiden Ebenen gs 
und ^^s einander in der That in doppelter Weise (involutorisch) 
entsprechen. Der geschaart involutorisehe Raum hat die gemein- 
samen Strahlen von V und F' zu Leitstrahleu ; seine beiden In- 
volutionsaxen sind einander zugeordnet bezüglich beider Complexe 
und trennen, wenn sie reell sind, die beiden Nullpunkte jeder 
Ebene und die beiden Nullebenen jedes beliebigen Punktes har- 
monisch. Da sie, wie schon bemerkt, die Axen der speciellen Com- 
plexe des Büschels FF' sind, so gilt demnach der Satz: 

„Weun von zwei linearen Complexen jeder sich selbst zngeord- 
„net ist bezüglich des anderen, so sind sie harmonisch getrennt 
„durch die beiden speciellen Complexe, welche mit ihnen in einem 
„Complexbuschel liegen; auch weisen sie jeder Ebene zwei Null- 
„ punkte und jedem Punkte zwei Nullebeuen zu, welche in einem 
„geschaait involutorisehen Räume einander zugeordnet sind." 
Zwei lineare Strahlencomplexe liegen nach Herrn F. Klein's 
Bezeichnung*) „in Involution", wenn der eine und damit jeder von 
ihnen sich selbst zugeordnet ist bezüglich des anderen. Wir wollen 
in diesem Falle sagen, die beiden Complexe „tragen" oder „stützen 
«ich", oder sie ,, ruhen auf einander." Die Strahlen sieh stützen- 
der Complexe sind die Leitstrahlen „sich stützender" Nullsysteme; 
sie werden in sich selbst transt'ormirt durch vertauschhare Null- 
correlatiouen (vgl. S. 115), aus welchen eine geschaart involuto- 
risehe CoUiuefttion resuttirt. Von jedem linearen Complexe, der 
die Axe eines speciellen Complexes enthalt, sagen wir, er trage 
oder stütze den speciellen Complex, und dieser stütze ihn. 

*) Math. Ännalen, IL S. 201. 
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Durch vier beliebige Strahlen geht i. A. ein einziger linearer 
Complex r', welcher auf einem gegebeneu linearen Coraplexe V 
ruht; derselbe enthält auch den fünften Strahl, welcher irgend 
einem der vier Strahlen zugeordnet ist in Bezug auf T, und ist 
durch die fünf Strahlen i. A. eindeutig bestimmt. Ebenso geht 
durch drei, zwei resp. eine beliebige Gerade i. A. ein einziger li- 
nearer Complex, welcher auf zwei, drei resp, vier gegebene lineare 
Complexe zugleich sich stützt. Ueberhanpt gilt der Satz: 

,,Ein linearer Complex ist der Träger von vierfach unendlich 

„vielen anderen, die in Bezug auf ihn sieh selbst zugeordnet 

„sind; anf zwei, drei resp. vier beliebige lineare Complexe zu- 

,, gleich stützen sich i. A. dreifach, zweifach resp. einfach nn- 

„ endlich viele andere lineare Complexe." 

Durch eine beliebige Gerade geht i. A. einziger linearer Complex 

so, dass er auf vier gegebenen hnearen Complesen ruht; derselbe 

verbindet die Gerade mit den vier Geraden, welche ihr bezüglich 

der vier Complexe zugeordnet sind. 

,,Ein beliebiger Complexbüsche] enthält i. A. einen einzigen 
„Complex, der auf einen gegebenen linearen Complex T sieh 
„stützt," 
Derselbe verbindet die gemeinsamen Strahlen der Complexe des 
Büschels mit einem Strahle, welcher einem beliebigen dieser Strahlen 
zugeordnet ist in Bezug auf T {vgl. S. 243 und 244). Die Com- 
plexe des Büschels stützen paarweise einander und sind so involu- 
torisch gepaart. 

Die Gesammtheit der oo* linearen Complexe, welche einen 
gegebenen Complex T stützen oder auf ihm ruhen, nenne ich ein 
„hneare.'5 Complexgewebe " ; V heisst der „Träger" des Gewebes. 
Das Complexgewebe enthalt u. A. dreifach unendlich viele spe- 
cielle Complexe, und zwar bilden deren Axen den linearen Com- 
plex T; bezüglich der oc* nicht speciellen Complexe des Gewebes 
ist r sich selbst zugeordnet. Alle Complexe des Gewebes gehen 
hiernach, falls F ein specieller Complex ist, durch die Axe von V. 
üeberhaupt bilden die linearen Complexe, welche durch eine be- 
liebige Gerade a gehen, ein specielles Gewebe; der Träger des- 
selben ist der specielle Complex, welcher a zur Axe hat. Das spe- 
cielle Complexgewebe enthält seinen Träger, das allgemeine ent- 
hält ihn nicht. Durch vier beliebige Strahlen geht allemal ein 
und i. A. nur ein Complex des linearen Gewebes (S. 246). 

Da zwei beliebige Complexe eines linearen Gewebes sich selbst 
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zugeordnet sind in Bezug auf dessen Träger T, so aiud ihre ge- 
meinaamen Strablen paarweise einander, und ist deren Congruenz 
sich selbst zugeordnet in Bezug auf T. Auch die übrigen, durch 
die Congruenz gehenden linearen Complese entbalten demuach 
Gerade, die paarweise einander zugeordnet sind in Bezug auf T; 
sie sind folglich sich selbst zugeordnet, ruhen auf I' und sind in 
dem Complexgewebe enthalten. Also: 

„Ein lineares Complexgewebe enthält jeden Complexböschel, 
„welcher zwei seiner linearen Complexe verbindet. Ein belie- 
„ biger seiner Complese liegt mit den oc* übrigen in oc^ Com- 
„plexbüscheln; überhaupt sind rx/^ Complexbüschel in dem Ge- 
„webe enthalten. Mit allen anderen Complexbüscbeln hat das 
„Gewebe nur je einen Complex gemein" (S. 246). 

Die Gesammtheit der oc ^ linearen Complexe, welche zwei gege- 
bene lineare Complexe F, T, stützen oder auf beiden zugleich ruhen, 
nenne ich ein ,,Complexgebüsch". Als „Träger" des Gebüsches 
bezeichne ich den durch F und Fj gehenden Complexbiischel. 
„Ein Complexgebüseh besteht demnach aus den oq^ gemeiii- 
„sameu Complexen ^on zwei linearen Complexgeweben ; es entr- 
„hält folglich jeden Complexbüschel, welcher zwei seiner Com- 
„plexe verbindet, überhaupt aber ac* Complexbüschel, indem 
„jeder seiner Complexe mit den oc^ übrigen in oo^ dieser 
„Büschel liegt. Durch drei beliebige Gerade geht allemal ein 
„Complex des Gebüsches" (S. 246). 
Die Gc' linearen Complexgewebe, welche je einen Complex des 
auf F und Fj sich stützenden Gebüsches zom Träger haben, gehen 
durch F, Fj und folglich durch alle Complexe des Büschels (FF,). 
Jeder Complex des Gebüsches stützt somit alle Complexe dieses 
Büschels und ruht auf jedem von ihnen. Also: 
„Jeder Complex des Gebüsches ruht anf jedem Complexe seines 
„Trägers, des Complexbüschels (FFJ, und stützt den Büschel. 
„In dem Büschel (dem Gebüsche) durchdringen sich die oc^ 
„(resp. die oc^) Complexgewebe, welche je einen Complex des 
„Gebüsches (resp. des Büschels) zum Träger haben. Das Ge- 
„büsch ist ebenso der Träger des Büschels, wie dieser der Träger 
„des Gebüsches, 

Der Büschel enthält i. Ä. zwei specielle Complexe (S. 243), 
die wie alle seine Complexe auf denen des Gebüsches ruhen; die 
Äsen dieser beiden Complexe sind demnach in den oc ^ Complexen 
des Gebüsches enthalten. Ebenso sind die Axen der speciellen 
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Complexe des Gebüsches in allen Complexen des Büschels enthal- 
ten und bilden dessen Basis. Also; 

„Die ocä linearen Complexe eines Coniplexgebüsches haben i. A. 
„zwei windschiefe Strahlen u, v gemein, die aber zusammenfallen 
„oder imaginär sein können. Die Axen der speciellen Com- 
„plexe des Gebüsches bilden i. A. eine lineare Congruenz, die 
„Basis des Trägers (rTi); sie schneiden die beiden windschiefen 
„Strahlen «, v, welche die Axen der Congruenz sind." 

Auf vier gegebeneu linearen Complexen ruhen i. A. einfach 
unendlich viele andere; durch eine beliebige Gerade g geht i, A, 
einer von ihnen (S. 246). Zwei dieser cc' Complexe aber liegen 
in einem Büschel, dessen Complexe alle auf die vier gegebenen 
Complexe sich stützen, und auch von diesem Büschel geht durch 
g ein und i. A. nur ein Complex. Der Büschel besteht folglich 
aus den ac' Complexen, welche auf den vier gegebenen ruhen, 
und ist der Träger eines diese vier Complexe verbindenden Ge- 
büsches. Also : 

,,Auf vier beliebigen linearen Complexen ruhen i. A. die cxj'- 
„Complexe eines Complexbüschels; oder vier lineare Complex- 
„gewebe haben i, A. einen Coniplexbüschel gemein. Vier li- 
„neare Complexe können allemal durch ein und i. A. nur durch 
„ein Complexgebüsch verbunden werden." 
Hieraus und aus dem vorhergehenden Satze folgt: 

,,Vier beliebige lineare Complexe oder zwei lineare Congruenzen 
„haben i. A, zwei windschiefe Strahlen gemein, die aber zu- 
„ sammen fallen oder imaginär sein können." 

Wenn die vier Complexe durch zwei beliebige Strahlen a, b 
gehen, so besteht das sie verbindende Gebüsch aus den oc * durch u 
und b gebenden linearen Complexen, und diese ruhen auch auf 
den beiden speciellen Complexen, welche a und b zu Axen haben. 
Schneiden sich die beiden Strahlen a, b, so haben die Complexe 
des Gebüsches den Strahlenbüschel {ab) gemein, das Gebüsch ist 
ein besonderes, und sein Ti^er ist ein Büschel speeieller Complexe, 
deren Axen den Strahlenbüschel erster Ordnung (ab) bilden. Jede 
durch den Mittelpunkt des Strahlenbüscbels gehende oder in seiner 
Ebene liegende Gerade ist die Axe eines speciellen Complexes 
dieses besonderen Gebüsches. 

„Bezüglich der co^ Complexe eines Gebüsches sind einer he- 
„liebigen Geraden g die Strahlen eines linearen Complexes zu- 
„ geordnet." 
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Nämlich von den linearen Complexen, welche den Träger des 
Oebüsches bilden, geht einer durch g, und da dieser auf dem Ge- 
büsche ruht, so sind seine Strahlen der Geraden g zugeordnet 
bezüglich je eines Complexes des Gebüsches. Ausnahmen treten 
ein, wenn g die Axe eines speeiellen Complexes des Gebüsches 
oder seines Trägers ist. 

„Fünf lineare Compiexe können allemal durch ein lineares 
„ Complexgewebe verbunden werden, und zwar i, A, durch ein 
,, einziges." 
Denn auf vier dieser Complese stützen sich unendlich viele andere, 
die i. A. einen ComplöKbüschel bilden; in dem Büschel aber giebt 
es i. Ä. einen einzigen Complex, der auch auf den fünften jener 
Compiexe sich stützt (S, 246), und dieser ist der Träger des Ge- 
webes, welches die fünf Compiexe verbindet. Wir können den 
Satz auch so aussprechen; 

,,Auf fünf gegebene lineare Compiexe stützt sich ein und i. A. 

,,nur ein linearer Complex; oder fünf lineare Complexgewebe 

„haben allemal einen und i, A, nur einen Complex geraein." 

Wenn eine Ausnahme eintritt, so liegen die fünf Compiexe in 

einem Gebüsche und stützen unendlich viele andere Compiexe. 

Sehr bemerkenswerth sind die von Herrn F. Klein entdeckten 
Gruppen von je sechs sich stützenden linearen Complexen, die mit 
sechs vertauschbaren NuUcorrelationen verbunden sind (vgl, S. 1 15). 
Man construirt eine solche Grnppe, indem man ihren ersten Com- 
plex ganz beliebig annimmt, dann den zweiten so, dass er auf 
dem ersten ruht, überhaupt aber den »ten Complex so, dass er 
auf die * — 1 vorher angenommenen Compiexe sich stützt. Der 
sechste Complex der Gruppe ist durch die fünf übrigen eindeutig 
bestimmt. 

Die Gesammtheit der oo* linearen Compiexe, welche drei in 
keinem Büschel liegende lineare Compiexe F, r(, F^ stützen oder 
auf ihnen zugleich ruhen, nenne ich einen „ Complexbündel ", Mit 
anderen Worten: 

„Die gemeinsamen oo^ Complese von drei linearen Complex- 

,, gewoben, deren Träger nicht in einem Büschel liegen, bilden 

„einen Complexbündel; ein Complexgebüsch und ein lineares 

,, Complexgewebe haben i. A. einen Complexbündel gemein." 

Die ao^ linearen Complexgewebe, welche je einen Complex des 

Bündels zum Träger haben, gehen durch die drei Compiexe V, 

Fl, Fa, also auch durch den Büschel (FF,) und durch die oo' 
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Complexbnsehel , welche T^ mit je eiuem Complexe von (rFi) 
verbinden. Sie haben demnach einea Complexbündel gemein, 
dessen oc^ Complexe auf allen Complexen jenes Bündels ruhen 
und sie atiitzeu. Also: 

„Jeder Complexbündel ist Träger eines Complexbüudels und 
„ruht auf diesem, indem jeder Complex des einen Bündels auf 
„ allen Complexen des anderen ruht und sie stützt. Drei lineare 
„Complexe T, T^, T^, die nicht in einem Büschel liegen, be- 
„stimmen allemal einen sie verbindenden Complexbündel, Der- 
,, selbe enthält den Büschel (rrj und die oc^ Complexe der 
,, Büschel, welcbe T^ mit je einem Complexe von (rTj) ver- 
„binden; er ist ebenso durch beliebige drei andere seiner 
„Complexe bestimmt. Der Bündel enthält jeden Compleshüsehel, 
„welcher zwei seiner Complexe verbindet, überhaupt aber oc^ 
„Complexbüschel; ein beliebiger seiner oc^ Complexe liegt mit 
,,den übrigen in oc^ dieser Büschel. Wir reebnen zu dem 
,, Complexbündel auch die oc^ linearen Cougruenzen, welche 
„von je einem seiner Büschel die Basis bilden." 

Nach den bisherigen Sätzen haben fünf lineare Complex- 
gewebe i. A. einen einzigen Complex gemein, ebenso vier beliebige 
Gewebe einen Complexbüschel, drei einen Bündel und zwei ein 
Gebüsch linearer Complexe. Daraus folgt u. A.: 

„Ein Complexbündel hat mit einem linearen Complexgewebe 
„i. A. einen Complexbüsehel gemein, mit einem C 
„aber i. A. einen einzigen Complex; zwei Complexgi 
„durchdringen sieh i. A. in einem Complexbüsehel." 

„Zwei Complexbüschel, die in einem Bündel liegen, haben 
„allemal einen Complex gemein; ebenso ein Bündel und ein 
„Büschel, die in einem Gebüsche liegen." 
Denn der eine Büschel hat mit jedem durch den anderen gehenden 
linearen Gewebe einen Complex gemein (S. 247), welcher nach dem 
vorhergehenden Satze in beiden Büscheln liegt. Ebenso wird 
der letzte Theil des Satzes bewiesen. 

Ein Complexbündel enthält unendlich viele specielie Complexe, 
weil seine Complexbnsehel je zwei solche enthalten. Durch die 
Axen dieser speciellen Complexe gehen die oc^ linearen Complexe, 
welche den Träger des Bündels, also den auf ihm ruhenden Complex- 
bündel bilden. Da nun drei dieser linearen Complexe i. Ä. keine 
lineare Congruenz gemein haben {vgh 8. 242), wohl aber, wenn 
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sie durch drei windschiefe Gerade gehen, eine Regelsehaar, so er- 
giebt sieh: 

,,Eiii Complexbüudel enthält einfach unendiich viele speciellft 
,, Complexe, und zwar bilden deren Axeu i. Ä. eine reelle oder 
„imaginäre ßegelschaar B, durch deren Leitschaar L alle Com- 
„plexe des Bündels gehen. Die cc^ linearen Complese, aus 
„welchen der Träger des Bündels besteht, gehen durch die Regel- 
„schaar E, und die specielleu Complexe dieses Trägers haben 
„die Strahlen der Leitsebaar L zu Äsen"; 
denn auch diese speciellen Complexe enthalten die ßegelschaar E. 
Weil von dem Träger eines Complexbüudels drei lineare Complexe 
beliebig angenommen werden können, so ergiebt sich beiläufig: 
„Drei lineare Complexe oder ein linearer Complex und eine 
„lineare Congruenz haben i. A. die Strahlen einer ßegelschaar 
„gemein, die aber imaginär sein kann. Die ßegelschaar hat 
„mit einem linearen Complexe zwei reelle oder imaginäre Strahlen 
„gemein" (S. 248). 

Die linearen Complexe, welche durch drei beliebige Strahlen 
(T, b, c geben, bilden einen Bündel; denn sie ruhen auf den drei 
speciellen Complexen, deren Axen «, b und c sind. Ihre gemein- 
samen Strahlen bilden i. A. eine ßegelschaar abc; wenn aber a 
und i sieh schneiden, so bilden sie zwei Strahlenbüschel, nämlich 
den Büschel (ab) und einen zweiten Büschel, welcher c mit einem 
Strahle von (ab) verbindet. Wir können sagen: 

„Durch zwei Strahlenbüscbel, welche einen Strahl gemein haben, 
,,aber weder concentriseh noch in derselben Ebene liegen, gehen 
„die oc^ Complexe eines besonderen Complex bünd eis." 

Durch drei Strahlen a, b, c eines Punktes S oder einer Ebene r, 
die in keinem Strahlenbüschel erster Ordnung liegen, gehen nur 
specielle Complexe, deren Axen alle in S sieh schneiden resp, in t] 
liegen. Es ergiebt sich: 

„Die oc^ speciellen Complexe, deren Axen durch einen Punkt S 
,, gehen oder aber in einer Ebene i] liegen, bilden einen specielleu, 
„mit seinem Träger identischen Complexbundel." 
Von der folgenden Untersuchung schliessen wir die speciellen 
Complexbundel aus. 

Durch zwei beliebige Gerade g, h geht von einem Complex- 
bundel i. A. ein einziger Complex (S. 246); dieser ruht auf den 
cc^ Complexen des Trägers und verbindet deshalb g und h mit 
den 'x,^ Geraden, welche bezüglich dieser Complexe der Geraden ^ 
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zngeorduet sind. Da nun der Träger des Bündels gleichfalls ein 
Complexbündel ist, h aber verschiedene Lagen annehmen kann, 
so ergiebt sich: 

„Einer beliebigen Geraden^ sind bezüglich der Complexe eines 
„Bündels die oo^ Geraden einer durch g gehenden linearen 
„Congruenz zugeordnet; die Congruenz enthält die Äxen der 
„ oc ' speciellen Complexe des Bändels." 
Dieser Satz erleidet Ausnahmen, wenn (f die Axe eines speciellen 
Complexes des Bändels oder seines Trägers ist. 

Die Nullpunkte von zwei beliebig durch y gelegten Ebenen 
bezügKch der Complexe des Bündels bilden zwei zu der Congruenz 
perspective und folglieh (8. 180) coUineare Felder; ebenso bilden 
die Nullebenen beliebiger Punkte von g eolliueare Bündel, welche 
zu jenen Feldern reciprok und zu der Congruenz perspectiv sind. 
Daraus folgt: 

„ Die Nullpunkte beliebiger Ebenen bezüglich der Complexe 
„eines Complexbündels bilden eollineare Felder, und die Null- 
„ ebenen beliebiger Punkte bilden eollineare Bündel, welche zu 
„jenen Feldern reciprok sind. Beliebigen Geraden sind bezüg- 
,,lich des Complexbündels lineare Congmenzen zugeordnet, die 
„zu diesen Feldern und Ebenenbündeln projectiv sind." 

Von jedem Gebilde zweiter Stufe, welches zu einem der Felder 
projectiv ist, wollen wir sagen, es sei zu dem Coraplexbüudel 
projectiv. Dann gilt der Satz: 

„Um den Oomplexbündel projectiv auf einen anderen oder 
„auf ein ebenes Feld zu beziehen, bann man beliebigen vier 
„seiner Complexe, von denen keine drei in einem Büschel liegen, 
,,vier eben solche Complexe des anderen Bündels oder aber die 
,, Eckpunkte eines Vierecks des Feldes als entsprechende Elemente 
,, willkürlich zuweisen; die projective Beziehung ist dadurch ein- 
,, deutig bestimmt" (vgl. Seite 8). 

Das von den Nullpunkten einer Ebene gebildete Feld ist auf 
-den Complexbündel projectiv so bezogen, dass jedem seiner Punkte 
ein Complex des Bündels entspricht, jeder seiner Geraden aber ein 
Complexbüschel und zugleich dessen Basis, also eine lineare Con- 
gruenz. Jede Gerade der Ebeue liegt in der ihr entsprechenden 
Congruenz des Complexbündels, denn sie ist ein gemeinsamer 
Strahl der Complexe des entsprechenden Complexbüsehels. Zwei 
beliebige Ebenen werden deshalb gerade so wie vorbin coilinear 
auf einander bezogen, wenn je zwei Strahlen, die sie mit einer 
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Congruenz des Complexbündels gemein haben, einander zuge- 
wiesen werden. 

Bezüglich der cxj^ linearen Congruenzen eines Complexbiindels 
sind beliebigen Punkten oder Ebenen die Punkte collinearer Felder 
resp. die Ebenen collinearer Bündel conjugirt (vgl. S. 182). Den 
Beweis dieses Satzes unterdrücken wir der Kürze wegen. 

Ein Complexbündel kann mit jedem nicht in ihm enthalteneu 
linearen Complexe P durch ein Complesgebüseh verbunden werden; 
das Gebüsch besteht aus den oc^ Complexen der Büschel, welche 
r mit den oc^ Complexen des Bündels verbinden. Ueberhaupt 
enthält ja ein Complexgebüach jeden Büschel, welcher zwei, und 
folglich auch jeden Bündel, welcher beliebige drei seiner Complexe 
verbindet; ein Complexbündel und ein Büschel des Gebüsches aber 
haben allemal einen Complex gemein (S. 260). Man kann das 
Complexgebüsch, welche.'^ vier beliebige lineare Complexe verbindet, 
coustruiren, indem man drei dieser Complexe durch einen Complex- 
bündel verbindet (vgl. S. 250), und sodann durch diesen Bündel 
und den vierten Complex auf die soeben angegebene Weise das 
Gebüsch legt. Zwei Complexbündel des Gebüsches haben allemal 
einen Complexbüsehel gemein. 

Ein Complexgebüsch kann auf einen Punktraum S projectiv 
bezogen werden, so dass jedem seiner Complexe ein Punkt von !S 
entspricht, jedem seiner Complexbüsehel eine zu ihm projective 
Punkfcreihe erster Ordnung, und jedem seiner Complexbündel ein 
zu ihm projectives ebenes Feld von 3. Um diese projective Be- 
ziehung herzustellen, kann man zwei beliebige Complexbündel des. 
Gebüsches auf zwei Felder von S projectiv so beziehen, dass jedem 
gemeinsamen Complexe der Bündel ein gemeinsamer Punkt der 
beiden Felder entspricht (vgl. S. 25). Oder man kanu fünf Com- 
plexen des Gebüsches, von denen keine vier in einem Bündel liegen, 
die Eckpunkte eines beliebigen Fünfecks im Räume S als ent- 
sprechende Punkte zuweisen; auch hiedurch ist die projective Be- 
ziehung eindeutig bestimmt (vgl. S. 25). Der lineare Complex, wel- 
cher einer Geraden / bezüglich des Gebüsches zugeordnet ist (S. 248), 
wird zugleich mit diesem projectiv auf den Pnnktraum 2 bezogen, 
nnd zwar in der früher (S. 185) angegebenen Weise; während näm- 
lich einem beliebigen seiner Strahlen ein Complex des Gebüsches 
und damit ein und nur ein Punkt von S entspricht, so entsprechen 
dem Strahle l alle durch ihn gehenden Complexe des Gebüsches, 
und damit alle Punkte eioer Ebene von S. 
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Zwei Bu einem Puuktraume projective Complexgebüsche sind 
selbst projectiv; ihre projective Beziehung ist i. A, eintieutig be- 
stimmt, wenn in ihnen fünf paar homologe Complese willkürlich 
angenommen werden. Zwei zu reciproken Räumen projective 
Complexgebüsche mögen „correiativ" genannt werden; jedem Com- 
plexe des einen von ihnen entspricht ein Complexhiindel des anderen. 

Ein lineares Complexgewebe enthält jedes Complexgebüseh, 
welches beliebige vier seiner Complexe verbindet; zwei seiner 
Complexgebüsche haben allemal einen Complexbündel gemein. Um 
zwei lineare Complexgewebe projectiv auf einander an beziehen, 
kann man zwei beliebige Gebüsche des einen auf zwei Gebüsche 
des anderen projectiv so beziehen, dass jedem gemeinsamen Com- 
plexe der ersteren ein solcher der letzteren entspricht; die pro- 
jective Beziehung der beiden linearen Gewebe ist dadurch eindeutig 
bestimmt. Sie ist, wie hieraus folgt, i. A. auch bestimmt, wenn 
-in den beiden Geweben sechs paar homologe Complexe willkürlich 
angenommen werden. 

Die Gesammtheit aller oc^ linearen Complexe kann auf sich 
selbst projectiv bezogen werden , sodass jedem Complexbüschel, 
Bündel, u. s. w. ein zu ihm projectiver Complexbüschel, Bündel, 
u. s. w, entspricht. Diese projective Beziehung ist i. A. eindeutig 
bestimmt, wenn sieben paar homologe Complexe beliebig ange- 
nommen werden. Die Mannigfaltigkeit der oo* linearen Complexe 
kann auch correiativ auf sich seihst bezogen werden, z, B., indem 
jedem linearen Complexgewebe sein Träger als entsprechender 
Complex zugewiesen wird. 
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Anhang. 

Aufgaljen und Lehrsätze. 



C Olli ueatl Oll nnd Correlation. 

1. Von zwei coUiaeareii oder reciproken ebenen Feldern sind 
•zwei einander entsprechende Vierecke gegeben. Zu einem belie- 
bigen Punkte des einen Feldes den entsprechenden Punkt resp. 
Strahl des anderen an construiren, und ebenso zu einem beliebigen 
Strahle d^ einen Feldes den entsprechenden Strahl resp. Punkt 
des anderen {Seite 5 bis 8). — Für coilineare oder reciproke 
Räume ist die analoge Aufgabe aufzustellen und zu lösen {Seite 25). 

2. Von zwei coliiueareu Feldern, die perspectiv in derselben 
Ebene liegen (Seite 18), sind gegeben das Centrum und die Ase 
der Colhneation, sowie zwei homologe Punkte oder Strahlen, Zu 
einer beliebigen Curve des einen Feldes soll die entsprechende 
Curre des anderen gezeichnet werden, und ausserdem zu der un- 
endlich fernen Geraden des zweiten Feldes die entsprechende Flucht- 
linie des ersten. — Für coilineare Räume die analoge Aufgabe zu 
lösen {Seite 31). 

3. Wenn zwei coilineare ebeue Felder eine Punktreihe u ent- 
sprechend gemein haben, und das eine derselben um die Gerade u 
gedreht wird, so beschreibt der Punkt, in welchem die Verbin- 
dungslinien homologer Punkte sich schneiden, einen Kreis, dessen 
Mittelpunkt in dem anderen Felde liegt und einem unendlich 
fernen Punkte des beweglichen Feldes entspricht, und dessen Ebene 
auf M senkrecht steht. 

4. Wenn ein Krvstall durch gleichmässige Erwärmung sieh 
ausdehnt, so vergrössem sich seine Kanten und Geraden bei ver- 
schiedener Richtuug ungleich pro Längeneinheit. Da aber paral- 
lele Gerade des Krjstalles parallel bleiben, so ist seine neue Ge- 
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256 Aufgaben und Lehrsätze. 

atalt zu der frnheren affin. Die Punkte des Krystalles, welche 
vor der Erwärmung auf irgend einer Kugel lagen, liegen naeb 
eingetretener Erwärmiiug i. A. auf einem dreiaxigen Ellipsoide. 
Herr Blasius hat hieraus (in Wiedemann's Ännalen der Physik 22, 
1884) physikalisch wichtige Folgerungen gezogen. 

5. Wird ein Gegenstand mit einer durchsichtigen Flüssigkeit,, 
etwa mit Wasser, üherdeekt, so erscheint er wegen der Brechung 
des Lichtes anders als in freier Luft. Weil aber jede gerade Linie 
auch unter der Flüssigkeit als gerade Linie erscheint, und paral- 
lele Gerade allemal als parallele sich darstellen, so erscheint der 
Gegenstand so, als wäre er in einen ihm collinearen, oder genauer 
gesagt affinen verwandelt. Ebenso erscheinen einem Fische all» 
über dem Wasser befindlichen Gegenstände affin verwandelt, z. B. 
eine Kugel als Ellipsoid, ein Würfel als schiefes Parallelepipedon. 

6. In zwei affinen Räumen giebt es i. A. doppelt unendlich 
viele Paare homologer gleicher Felder. Jeder Kugel des einen 
Raumes entspricht nämlich ein Ellipsoid des anderen, und den 
grössten Kreisen der Kugel entsprechen Ellipsen in den Durch- 
messerebenen des EJlipsoids. Unter diesen Ellipsen giebt es i. A. 
unendlich viele mit den homologen Kreisen inhaltsgleiche; in den 
Ebenen solcher homologer Curven aber liegen homologe gleiche 
Felder der beiden Räume, und ebenso in je zwei zu ihnen parallelen 
homologen Ebenen. 

7. Wenn zwei reciproke ebene Felder i] und yjj solche Lage 
haben, dass eine Punktreihe u von ■»] perspectiv ist zu dem ihr 
eutsprecbeudeu Strahlenbiischel von i\i, so liegt dieselbe Punkt- 
reihe, wenn sie zu -tjj gerechnet wird, auch zu dem entsprechenden 
Strahlenbüschel von i] perspectiv. Liegen die Felder nicht in der- 
selben Ebene, so geht jede Ebene, welche einen Punkt des einen 
Feldes mit der entsprechenden Geraden des anderen verbindet, 
durch den Mittelpunkt von einem der beiden zu u perspectiven 
Strahlenbüschel, und die beiden Felder erzeugen somit zwei Ebeneu- 
büudel erster Ordnung. 

8. Wenn zwei reciproke Felder i] und rjj in derselben Ebene 
liegen und zwar so, dass irgend eine Punktreihe u von i] perspective 
Lage hat zu dem entsprechenden Strahlen büschel U^ von tj,, so 
liegt im Allgemeinen noch eine zweite Punktreihe v von tj per- 
spectiv zu dem entsprechenden Strahlenbüscbel F, von fj,. Rechnen 
wir alsdann dieselben Punktreihen u und v zu dem zweiten Felde ■»],, 
so entsprechen ihnen im ersten Felde ii die resp. Strablenhüschel 
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F, UE(1 (/,, und zwar liegt u zu V^ und « zu U^ perspectiv. Der 
Punkt UV ist auf der Geraden U^Vj enthalten, und entspjicht 
ihr in doppelter Weise. Diese besondere Lage von zwei reci- 
pioten Feldern kann benutzt werden, um auf einfache Art zu 
einem heüebigen Gebilde des ersten Feldes, z. B. zu einer Curve, 
das leciproke üebitde des anderen an construireu. — In besonderen 
Fällen können die Geraden u und r und zugleich die Punkte fTj 
und F, sich vereinigen; alsdann entspricht jedem Punkte von u 
ein Strahl von (7, in doppelter Weise. 

9. Die grösste Anzahl von Wendepunkten, welche eine ebene 
Curve wter Ordnung besitzen kann, ist gleich der grössten Anzahl 
von Eüekkehrpuukten einer ebenen Curve nter Classe (Seite 13). 

10. In zwei eollinearen Räumen gehört zu jedem „Doppel- 
punkte" M, der nämlich sich selbst entspricht, eine „Doppel- 
ebene" [t. Je zwei durch j.lf gehende homologe Gerade der Räume 
liegen perspectiv und erzeugen einen Strahlenbüschel, dessen 
Mittelpunkt in [j. liegt; die Verbindungsebene [i. von drei so er- 
zeugten Büscheln aber entspricht sich selbst, weil sie drei paar 
homologe Punkte der eollinearen Räume verbindet. Je zwei homo- 
loge Ebenen hü seh el , deren Äxen in [jl liegen, erzeugen einen 
durch M gehenden Strahlenbüschel erster Ordnung. Die beiden 
Räume haben demnach ebenso viele Ebenen wie Punkte ent- 
sprechend gemein. ■ — Zwei affine Räume haben allemal einen der 
unendlich fernen Ebene entsprechenden Doppelpunkt, der i, A. 
nicht unendlich fern liegt. 

11. Sind zwei colliueare Räume 2 und Sj nicht affin, so 
entspricht der unendlich fernen Ebene des einen allemal eine 
eigentliche Ebene, die sogenannte „Flucht -Ebene", des anderen. 
Zwei homologe ebene Felder von 2 und 2j sind nur dann affin 
(Seite 53), wenn ihre Ebenen zu den resp. Fluehtehenen von 2 
und ^1 parallel laufen; ebenso entspricht einer Punktreihe u von 2 
nur dann eine ihr projectiv ähnliche Punktreihe Mj von 2j, wenn u 
zu der Fluchtebene von S parallel läuft, und also auch u^ zu 
derjenigen von 2j. Den Geraden, welche auf der Flucbtebene 
von S senkrecht stehen, entsprechen in 2^ die Strahlen eines 
Bündels, dessen Mittelpunkt auf der Fluchtebene von Sj liegt. 
Die Räume enthalten daher nur zwei homologe Gerade n und «i, 
von denen jede auf der Flucht ebene ihres Raumes senkrecht 
steht. Einem Rotations- Cy lind er von 2, welcher die Gerade n 
zur Äxe hat, entspricht in S^ ein eigentlicher Kegel zweiter 
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Ordnung, welcher n^ zur Hauptase hat; derselbe schneidet den 
Cylinder, wenn die Geraden n nnd «j auf einander gelegt werden. 
Jeder Punktreihe v^ ¥0n S, , deren Träger einen Punkt der Scbuitt- 
curve enthält und die Äxe w, rechtwinklig schneidet, entspricht 
dann in S eine projectiv gleiche Punktreihe v; ebenso jeder 
Punktreihe, deren Träger zu % parallel läuft und von der Flucbt- 
Ebeue des Raumes S^ denselben Abstand hat wie v,. Hieraus 
erkennt man, das zwei affine ebene Felder nicht immer projectiv 
gleiche homologe Punktreihen enthalten, also auch nicht immer 
in perspective Lage gebracht werden können. 

12. Aus der Colüneation ÄBCDPQ TT ÄBCDP^Q^ folgt 
(Seite 90) die Coliineation : 

ABCDFP^ — ABCDQQ^; 
d. h. : Wenn zwei coUiueare Räume ein Tetraeder ABCD ent- 
sprechend gemein haben, und den beliebigen zwei Punkten P, Q 
des einen die resp. Punkte P^, Q^ des anderen entsprechen, so 
können zwei andere Räume collinear so auf einander bezogen 
werden, dass sie ebenfalls das Tetraeder entsprechend gemein haben, 
und dass den Punkten P, P, des einen die resp. Punkte Q, Q^ 
des anderen entsprechen. — Aus der Coliineation: 

ABCDtu^ X ABCBtl,-^^, 
in welcher r., r-i nnd x, Xj zwei paar homologe Ebenen bezeichnen, 
folgt ebenso {v. Staudt): 

ABCB-T.^ Ä" ABCDy.y.^. 

13, Sind 2 und Sj^ zwei reciproke Räume, und entsprechen 
den Punkten A, B, C, D einer Geraden von S die resp. Ebenen 
a^, ß^, Y^, 5, von^ii dann ist der Ebenenbüsehel ctißiYiSj pro- 
jectiv zu der Punktreihe ABCD, und folglich (I. Abth. S. 65); 

AB CS _ 8in_ai^ stti ^, , AB _ si«_a,p, _ OB . sin -y,ß, 

~Ai> '■ CD ~ 9,n M,6 sm /^S, **"^'' AD " sin a,S', ~ CD " sin ^A' 

Die rechte beite der letzteren Proportion bleibt ungeäudert, wenn 

£, C, I) und ihie entsprechenden Ebenen gegeben sind, und nur 

A und «( ihie Lage andern es wird dann; 

TFT '■ — ■ — ^~P~ =^ Const. 



Sei nun i: eine durch den veränderlichen Punkt A von BD 
gelegte Ebene des Raumes ^, und P^ der entsprechende Punkt 
von «1 und 2j. Dann verhalten sich die Abstände der festen 
Punkte B und D von der beliebig veränderlichen Ebene -rc wie 
AB: AD; und die Abstände der festen Ebenen ßi und 5j von 
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dem Punkte Pj verbalteu sich wie sin a^ ßj : sin «^ 5j . Aus der letzten 
Gleichung folgt demnach der Satz: 

Das Verhättniss der Abstände einer heliebigen Ebene x von 
zwei festen Punkten ß, D des einen Baumes 2 ist proportional 
dem Verhältnisse der Abstände des zu jc homologen Punktes P^ 
von den entsprechenden beiden festen Ebenen ß,, S, des anderen 
reciproken Raumes 2^ (Chasles). 

14. Ein eentrisch in volutori scher Raum ist bestimmt durch 
drei paar zugeordnete Punkte, die auf drei beliebigen Strahlen 
eines Punktes S liegen; sein Involutionscentrum ist der Punkt S. 

Ein gesehaart involutorischer Raum ist bestimmt durch zwei 
Punktepaare A, A^ und B, B^ und einen beliebigen Leitstrahl l. 
Er enthält die in volutori sehe Regelschaar na^ . &&i . ccj, welche 
die Geraden l, AÄ^ und BB^ zu Leitstrahlen hat und durch die 
Punktepaare AA^ und BB^ zwei ihrer Strahlenpaare schickt, und 
ist auch durch diese Regelschaar bestimmt {Seite 79), Ist CCj 
ein Puuktepaar von l-, welches auf einem beliebigen Strahlenpaar 
der Regelschaar liegt, so wird die gesehaart in volutori sehe Col- 
lineation des Raumes dargestellt durch: 

2 (^^i£B,C(7J -A 2^ {A^AB^BGS^. 
Dreht sich der Leitstrahl l um C, so ändert sich der in volu torische 
Raum, indem zugleich der zugeordnete Punkt Cj eine Fläche zwei- 
ter Ordnung besehreibt. Denn: 

aus 'JB{A^B^CC^) — A^{ABC^C) folgt 
AB {A,B,CCi) 7\ A,B, (BAGC^); 
die letzteren projectiven Bbenenbüschel aber erzeugen eine Fläche 
zweiter Ordnung, welche die Punkte C und Cj mit den vier Ge- 
raden AB, BA,, A^Bj und B^A verbindet. 

Drei beliebige Punktepaare AAi, BBi, CC^ bestimmen also 
nur dann einen sie enthaltenden gesehaart involutorischen Raum, 
wenn die vier Kanten des windschiefen Vierecks, dessen Gegen- 
eckpuukte irgend zwei der drei Paare bilden, mit dem dritten 
Punktepaare auf einer Flache zweiter Ordnung liegen. 

15. In einem gesehaart involutorischen Räume ohne reelle 
Involutionsasen giebt es zwei reelle „Pocalaxen", d. h. zwei Leit- 
strahleu, deren Ebeneninvolutionen rechtwinklig sind. Aus jeder 
dieser Focalasen werden die Punktepaare des Raumes durch Paare 
normaler Ebenen projieirt. Die beiden Focalaxeu bilden mit der 
Mittelebene |x, welche der unendlich fernen Ebene zugeordnet ist, 
gleiche Winkel; die Verbindungslinie ihrer Schnittpunkte mit (Jl 
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ist zn ihnen normal und wird von dem zu [j. normalen Leitstralile 
n rechtwinklig halbirt. Sie sind Focalaxen jeder Pläcde zweiter 
Ordnung, welche eine Schaar von Leitstrahlen des involutorischen 
Raumes enthält. Sie ki5nnen mit dem Leitstrahle n zusammen- 
fallen. 

Wir gelangen zu diesen beiden Focalaxen durch folgende Er- 
wägungen. Wie jeder Leitstrahl, so enthält auch der unendlich 
ferne, in \i. liegende Leitstrahl u eine elliptische Punktinvolution, 
die mit den Ebenenpaaren des involutorischen Raumes je eines 
ihrer Punktepaare gemein hat. Die gesuchten Focalaxen sind 
demnach solche Leitstrahlen, aus denen die Involution u durch 
rechtwinklige Ebeneninvolutionen projicirt wird. 

Nun wird die Punktinvolution u aus einem Punkte S der 
Mittelebene [l durch eine Strahleninvolution projicirt, die i. A. 
nur ein Paar a, a, normaler Strahlen hat. Aus gewissen zwei 
Geraden g, g' aber wird die Strahleninvolution durch rechtwink- 
lige Ebenem nvolutionen projicirt (vgl. L Abth. S. 154); und zwar 
schneiden g und g' in S den einen der Strahlen «, a^ rechtwink- 
lig, den anderen unter gleichen Winkeln. Nur aus den zu g bezw. 
g' parallelen Geraden wird die Involution u durch rechtwinklige 
Ebeneninvolutionen projicirt. Die gesuchten Focalaxen f, f ver- 
binden demnach die unendlieh fernen Punkte von g resp. g' mit 
den ihnen zugeordneten Punkten der Mittelebene [j.. Zugleich er- 
giebt sieh, dass f und f zu einer auf a oder «, und somit auf 
[j. normalen Ebene a. parallel siud und mit |x gleiche Winkel bil- 
den, und dass folglich ihre beiden zu a. normalen Ebenen sich in 
den Mittelpunkten der drei in /", f und n liegenden Puuktinvolu- 
tionen schneiden. Damit sind fast alle obigen Sätze bewiesen. 
Die Focalaxen f, f fallen nur dann mit n zusammen, wenn die 
Involution m aus jedem eigentlichen Punkte durch eine rechtwink- 
lige Strahleninvolution projicirt wird. 

Zwei windschiefe Gerade f, f sind die Focalaxen von zwei 
geschaart involutorischen Räumen; die Mittelebenen dieser Räume 
schneiden sich rechtwinklig in der Linie des kürzesten Abstandes 
von f und f. 



Flächen zweiter Ordnnng, 

16, Zwei Strahlenbündel seien reciprok auf einander bezogen; 
es sind die Punkte zu bestimmen, welche die von ihnen erzeugte 
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fläche zweiter Ordnnug mit einer beliebig gegebenen Geraden oder 
Ebene gemein hat. Die Aufgabe gehört zn denen des zweiten 
■Grades; ebenso die folgende: 

17. Zn untersuchen, ob zwei gegebene reciproke Strahlen- 
büodel ein Ellipsoid, ein Paraboioid, ein Hyperboloid, oder einen 
Kegel zweiter Ordnung erzeugen. 

18. Eine Gerade g und ein Punkt G^ bewegen sieh in zwei 
festen Ebenen, nnd zwar so, dass sie beständig aus einem ausserhalb 
der Ebenen gegebenen Pankte S unter rechten Winkeln gesehen 
werden, dass also Sg auf SG^ senkrecht steht. Die Verbindunga- 
ebene gG^ umhiiHt alsdann eine Fläche zweiter Classe {Seite 35). 

19. Sind ein Strahlenbiindel S und ein ebenes Feld -t\ reci- 
prok auf einander bezogen, und legt man durch jede Gerade von 
■»1 eine Ebene parallel zu dem entsprechenden Strahle von S und 
durch jeden Punkt von ■»; eine Ebene parallel zu der entsprechen- 
den Ebene von S, so umhüllen alle diese Ebenen ein Paraboioid, 
welches auch von ■»; berührt wird. 

20. Sind ein Strahlenbündel S und ein ebenes Feld ■»; eol- 
linear auf einander bezogen, und legt man durch jeden Punkt 
oder Strahl von v] eine Ebene senkrecht zn der entsprechenden 
Geraden oder Ebene von S, so umhüllen alle diese Ebenen (wie 
in Nr, 19) eine Paraboioid, welches auch von t\ berührt wird. 

2t. In zwei colliueareu Strahlen bündeln giebt es im Allge- 
meinen iineudlieh viele Paare homologer Ebenen, die sich recht- 
winklig schneiden; dieselben bilden zwei Ebenenbüsehel zweiter 
Ordnung, Fällt man nämlich auf die Ebenen des einen Bündels 
Normalen aus dem Mittelpunkte S des anderen, so wird S das 
■Centrum von zwei recipvoken Bündeln; und alle Ebenen von S, 
welche durch die entsprechenden Normalen gehen, bilden einen 
jener Büschel zweiter Ordnung (Seite 119). 

22, Die Berührungspunkte aller Taugenten zu bestimmen, 
welche ans einem beliebigen Punkte an eine gegebene Fläche zwei- 
ter Ordnung gezogen werden können (Seite 43). 

Durch eine beliebige Gerade an die Fläche Berührungsebenen 
zu legen. 

23. Auf einer Fläche zweiter Ordnung ist ein Kegelschnitt 
gegeben; den Schnittpunkt der Ebenen zu bestimmen, welche in 
<^en Punkten des Kegelschnittes die Fläche zweiter Ordnung be- 
rühren. 

2i. Die Normalen einer Fläche zweiter Ordnung, welche auf 
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ihr in den Punkten einer Curve zweiter Ordnung senkrecht stehen, 
sind parallel zu den Strahlen eines Kegels zweiter Ordnung. 
Welche Ausnahme erleidet der Satz, wenn die Ebene der Fuss- 
punkt-Curve eine Durchmesser -Ebene der Fläche zweiter Ord- 
nung ist? 

25. Die Punkte einer Fläche F^ zweiter Ordnung werden durch 
die Strahlen eines beliebigen, nicht auf ihr liegenden Punkte» 
S involutorisch gepaart; die Fläche wird eine involutorisehe und 
ist sieh selbst angeordnet in dem centrisch involutori sehen Räume, 
welcher den Punkt S zum Centrum und die Polare von S zur In- 
volution sebene hat (Seite 76), Zwei einander zugeordnete Kegel- 
schnitte k, hj der iavolutoriscten Fläche liegen allemal auf einem 
Kegel des Bündels S. Jeder Kegel, welcher irgend einen Kegel- 
schnitt k der Fläche F^ aus dem beliebigen Punkte S projicirt, 
hat also mit F^ noch einen zweiten Kegelschnitt k^ gemein. Die 
Ebenen der beiden Kegelschnitte k, k^ schneiden sich auf der 
Polare von S, weil sie in dem involutori scheu Räume einander 
zugeordnet sind; und nur dann fällt fc, mit h zusammen, wenn k 
entweder iu der Polare von S oder mit S in einer Ebene liegt. 
Dreht sich die Ebene des Kegelschnittes k um einen ihrer Punkte 
oder Strahlen, so dreht sich die Ebene von ft^ um den zugeord- 
neten Punkt resp, Strahl. 

26. Sind gegeben eine Fläche F^ zweiter Ordnung und irgend 
ein fester Punkt U, so können je zwei Punkte des Raumes ein- 
ander zugeordnet werden, welche hinsichtlich der Fläche F^ eon- 
jugirt sind, und deren Verbindungslinie durch ü geht. Dann sind 
den Punkten einer beliebigen Ebene ip, die nicht durch U geht, 
die Punkte einer Fläche F^ zweiter Ordnung zugeordnet, und 
zwar enthält F\ den Punkt U und den Pol der Ebene tp, und 
geht durch alle Punkte, welche die Ebene 9 und die Polare von 
U mit F^ gemein haben (^gl I. Abtb. Seite 101). Bückt 9 ins 
Unendliche, so eigielt sich 

27. Die Halbirung'i punkte aller Sehnen, welche aus einem be- 
liebigen Punkte f an eine Fläche F* zweiter Ordnung gezogen 
werden können liegen aut einer Flache Ff zweiter Ordnung. Die- 
selbe geht durch l und durch den Mittelpunkt der Fläche F^, 
und hat mit F alle ihre unendlich fernen Punkte gemein, sowie 
die Berührungspunkte aller Tangenten, die von V an F^ gezogen 
werden können. Auf der Fläche F^ liegen auch die Mittelpunkte 
aller Curven zweiter Ordnung, in welchen die Fläche F^ von den 
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dnrch U gehenden Ebenen geschnitten wird. — Wie lautet zu 
Nr. 26 der reciproke Satz? 

28. Eine Pläcbe zweiter Ordnung durch eine Ebene so zu 
schneiden, daas der entstehende Kegelschnitt einen gegebenen Punkt 
zum Mittelpunkt hat. 

29. Die Ebenen derjenigen Kegelschnitte einer Fläche zweiter 
Oi'dnung, deren Mittelpunkte auf einer gegebenen Geraden liegen, 
umhüllen einen parabolischen Cylinder. Welche Ausnahmen er- 
leidet dieser Satz? 

30. Jede ßegelschaar eines hyperbolischen Paraboloides wird 
von ihren Leitstrahlen in projectiv ähnlichen Punktreihen ge- 
schnitten, weil sie einen unendlich fernen Strahl enthält. Ver- 
schiebt man diese Punktreihen ohne die Richtungen ihrer Träger 
zu ändern so, dass irgend welche homologe Punkte zusammen- 
fallen, so erzeugen sie hernach einen Büschel paralieler Durch- 
messer des Paraboloides. 

Zum Beweise projicire man die ähnlichen Punktreihen auf 
eine zu ihren Trägern, den Leitstrahlen, parallele Ebene durch 
Strahlen, die zu einem Strahle s der paraboloidi sehen Regelschaar 
parallel sind. Die Projectionen sind den resp. Punktreihen cou- 
gruent und parallel, haben einen Punkt von s entsprechend ge- 
mein und erzeugen einen Büschel paralleler Strahlen. Die Ebene 
des Biiseheis geht durch den unendlich fernen Strahl der Regel- 
schaar, seine Strahlen liegen in Ebenen, zu denen die Strahlen 
der Schaar parallel sind, and sein unendlich ferner Mittelpunkt 
ist folglieh Schnittpunkt der beiden unendlich fernen Gei'aden des 
Paraboloides oder der Pol der unendlich fernen Ebene. Der 
Büschel besteht also wirklich aus Durchmessern. 

Zwei beliebige Strahlen der paraboloidiaehen Regelschaar be- 
grenzen auf dem zu den Durchmessern normalen Leitstrahle eine 
kleinere Strecke als auf jedem anderen Leitstrahle. Dieser aus- 
gezeichnete Leitstrahl aber schneidet die Hauptaxe des Paraboloides 
im Scheitei punkte rechtwinklig. 

31. Der Inhalt eines Tetraeders, von welchem zwei paar Gegen- 
kanten auf einem hyperbolischen ParaboJoide liegen, wird durch 
das Paraboloid lialbirt. Denn jede zu zwei der Gegenkanten paral- 
lele Ebene schneidet das Tetraeder in einem Parallelogramm, dessen 
eine Diagonale auf dem Paraboloide liegt. 

32. Die Mittelpunkte aller Tangentenkegel eines Ellipsoides, 
welche mit den Ebenen ihrer Berührungs- Ellipsen Körper von 
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gegebenem Raummlialt begrenzen, liegen anfeinem zu jenem äbn- 
licheu, coucentriseh und äbnlieh liegenden EUipsoide. Der Beweis 
dieses Satzes sowie des folgenden ergiebt sich sofort, wenn man 
das Ellipsoid auf eine Kugel affin bezieht. 

33. Das kleinste Ellipsoid, welches einem Tetraeder umschrie- 
ben werden kann, wird in dessen Eckpunkten von vier, den gegen- 
überliegenden Tetraederflächen parallelen Ebenen berührt. Sein 
Inhalt ist gleich dem einer Kugel, die einem gleich grossen regu- 
lären Tetraeder umschrieben werden kann. Sein Mittelpuukt fällt 
mit dem Schwerpunkte des Tetraeders auaammen; 

34. Eine liotationsfiäcke zweiter Ordnung bat mit jeder zu 
ihrer Rotationsaxe n normalen Schnittebene einen Kreis gemein; 
sie liegt daher symmetrisch in Bezug auf a und bezüglich a!ler 
durch a gebenden Ebenen. Sie hat mit diesen Symmetrie-Ebenen 
congruente Kegelschnitte gemein, welche die Rotationsaxe a zur 
Axe haben, und wird von einem dieser Kegelschnitte beschrieben, 
wenn derselbe um a sich dreht. 

Eine Ellipse beschreibt, wenn sie um ihre Haupt- oder Neben- 
ase sich dreht, ein verlängertes resp. abgeplattetes Rotatious- 
Ellipsoid; die andere Axe beschreibt zugleich die zur Rotations- 
axe normale Symmetrie-Ebene des Ellipsoides. Eine um ihre Axe 
rotirende Parabel besclireibt ein [elliptisches] Rotation sparaboloid. 
Eine Hyperbel beschreibt, wenn sie um ihre Haupt- oder Neben- 
axe sich dreht, ein zweifaches bezw. einfaches Rotationshyperboloid. 
Ein Rotationsellipsoid hat die Punkte seines grÖssten Kreises zu 
Scheitelpunkten, ein einfaches Rotationsbyperboloid dagegen die 
Punkte seines kleinsten Kreises. Das Rotationsellipsoid und das 
zweifache Rotationsbyperboloid haben auf ihrer Rotationsaxe je 
zwei Scheitelpunkte; ebenso das Rotationsparaboloid, von welchem 
jedoch der eine Scheitelpunkt unendlich fern liegt. 

Kugeln und Rotafcionskegel sehliessen wir bei den nächstfol- 
genden Sätzen aus. 

35. Der Pol E einer beliebigen Ebene i\ bezüglich einer Ro- 
tationsfläche zweiter Ordnung liegt mit der Rotationsaxe a in einer 
zu vj normalen Ebene; denn tj geht durch den Pol dieser Sym- 
metrie-Ebene der Fläche. Der eonjugitte Normalstrahl der Ebene 15, 
d. h. die vom Pole E auf t] gefällte Normale e, schneidet folglich 
die Rotationsaxe a. Eine Ausnahme tritt ein, wenn i] durch a 
geht, indem alsdann jede zu v) normale Gerade ein conjugirter 
Normalstrahl von y] ist. 
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Sind Tj, ijj irgend zwei normale, bezüglich der Rotationsfläche 
conjugirte Ebenen, so schneidet eine von ihnen die Ebene 9, welche 
durch die Rotationsaxe norniai zu der andern gelegt wird, in dem 
conjagirten Normalstrahle dieser anderen Ebene; denn letztere ist 
auch zu 9 conjugirt und normal. Die conjugirten normalen Ebenen 
V], Tj^ schneiden also die Ebene <p in zwei normalen Strahlen, welche 
bezüglich der Rotationsfläche zweiter Ordnung and ihres in 9 lie- 
genden Kegelschnittes conjugirt sind. Sie haben folglich mit der 
Rotationsaxe a ein Punktepaar der Involution gemein, deren Doppel- 
punkte zwei reelle oder imaginäre Brennpunkte dieses Kegelschnit- 
tes sind. 

36. Die Paare normaler und bezüglich der Rotationsfläche 
zweiter Ordnung conjugirter Ebenen schneiden demnach die Ro- 
tationsaxe a in den Punktepaareu einer Involution; eine behebige 
Ebene -t\ und ihr conjugirter Normalstrahl e haben mit a zwei zu- 
geordnete Punkte P. Py dieser Involution gemein. Dreht sich 
also die Ebene -i\ um ihren Schnittpunkt P mit a, so dreht sich 
zugleich ihr conjugirter Normalstrahl e um den zugeordneten 
Punkt Pj von a; die von v] und e beschriebenen Bündel P, Pj 
aber sind reciprok und erzeugen eine Kugelfläche, welche a zum 
Durchmesser hat. Die beiden Doppelpunkte der Involution auf a 
heissen Brennpunkte der Rotationsfläche; jeder von ihnen ist 
Mittelpunkt eines rechtwinklig polaren Bündels, von welchem je 
zwei zu einander normale Ebenen oder Strahlen conjugirt sind 
bezüglich der Rotationsfläche. Jeder dieser Doppelpunkte ist zu- 
gleich Brennpunkt der Curven zweiter Ordnung, welche die Flache 
mit seineu Ebenen gemein hat (vgl. I. Abth. Seite 155). 

Von den Rotationsflächen zweiter Ordnung haben die verlän- 
gerten Ellipsoide, die zweifachen Hyperboloide und die Paraboloide 
je zwei reelle, dagegen die abgeplatteten Ellipsoide und die ein- 
fachen Hyperboloide je zwei conjugirt imaginäre Brennpunkte. Von 
den beiden Brennpunkten eines Rotations -Paraboloid es liegt der 
eine unendlich fern. 

37. Der Axeueomplex einer Rotationsfläche zweiter Ordnung, 
d. h. der Compiex der Geraden, welche zu ihren reciproken Polaren 
normal sind, zerfällt in zwei specielle lineare Complexe. Er be- 
steht nämlich aus den conjugirten Normal strahlen aller Ebenen 
des Raumes imd zerfällt demnach in die Complexe der Strahlen, 
welche die Rotationsaxe a schneiden oder aber sie rechtwinklig 
kreuzen (Nr. 35). Zu dem Äxeucoraplexe gehören die Hauptaxeu 



Hosted by 



Google 



266 Aufgaben und Lehrsätze. 

aller Tangentenkegel uikI die Axen aller Kegelschnitte der Rota- 
tionsfläche. Jeder dieser Kegelschnitte hat eine zu a normale uud 
eine mit a incidente Axe, und zwar Hegt die letztere mit a in 
einer Syrametrieebene der Fläche uud des Kegelschnittes. Jeder 
Taugentenkege! der Rotationsfläche hat zwei mit a incidente 
Hauptaxen, weil eine seiner Symmetrieehenen durch a geht; seine 
dritte Hauptaxe ist zu a normal. 

38. Wenn eine Schaar confocaler Flächen zweiter Classe eine 
Rotationsfläche enthält, so besteht sie aus lauter Rotationsflächen 
mit gemeinsamer Rotationsaxe a. Die Pole einer beliebigen Ebene ■») 
bezüglich der confocalen Rotationsflächen liegen auf einer zu i] 
normalen uud die Axe a sehueidenden Geraden e {vgl. S. 153). 
Die confocalen Flächen haben demnach alle denselben Axencomples, 
dieselben beiden Brennpunkte auf a, dieselben Symmetrieebenen, 
und sind entweder lauter Paraboloide oder concentrische EHipsoide 
und Hyperboloide. Eine von ihnen reducirt sich auf die beiden 
reellen oder eonjugirt imaginären Brennpunkte, eine andere auf 
eine kreisförmige Focalcurve, welche in der zu a normalen Sym- 
metrieebene der Flächen liegt. Diese Syinmetrieebene schneidet 
eine beliebige Ebene v] und deren conjugirten Normalstrahl e in 
einer Geraden und in deren Pol bezüglich der Focalcurve (Seite 150), 
und letztere ist folglich imaginär, wenn die beiden Brennpunkte 
reell sind. Die confocalen Flächen sind dem gemäss entweder 
Paraboloide oder verlängerte EHipsoide und zweifache Hyperboloide 
oder abgeplattete EHipsoide und einfache Hyperboloide; nur iu 
dem letzten dieser drei Fälle haben sie einen reellen Focalkreis, 
Concentrische Tangeute nkegel der confocalen Flächen sind selbst 
confocal (vgl. Seite 154); ihre beiden reellen Focalaxen gehen 
durch die beiden Breunpuukte, weon diese reell sind, und liegen 
im anderen Falle auf einem Hyperboloide der Schaar, 

39. Die Schnittlinien normaler Beruh rungsebeuen eiuer Fläche 
zweiter Ordnung bilden einen Strahlen comp] ex zweiten Grades, 
Eine beliebige Berührungsebene enthält i. A. unendlich viele dieser 
Schnittlinien, und zwar umhüllen diese einen Kegelschnitt. Weil 
normale Tangenten eines Kegelschnittes sich i. A, in den Punkten 
eines Kreises schneiden (I. Abth, S. 213), so liegen parallele 
Strahlen des Complexes i, A. auf einem Rotations-Cylinder; im 
Falle des Paraboloides jedoch liegen sie iu einer Ebene, und ge- 
hört jede unendlich ferne Gerade zu dem Complexe, In den 
Complex strahlen, welche durch einen beliebigen Punkt P gehen, 
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selmeiiJea sich je zwei normale Bemhrungsebeiien des von P au 
die Fläche gehenden Tangentenkegels; diese Strahlen liegen anf 
einem Kegel zweiter Ordnung. Die Geraden der Flache zweiter 
Ordnung sind Strahlen des Complexes, weil in jeder von ihnen 
unendlich viele Paare von Berührungsebenen sieh rechtwinklig 
schneiden. Der Complexkegel jedes Punktes, in welchem zwei 
Gerade </, g^ der Fläche sich rechtwinklig schneiden, zerfällt in 
zwei normale, durch ij und g^ gehende Ebenen. Einen Special- 
fall dieses quadratischen Complexes bildeu die Geraden, aus wel- 
chen zwei gegebene Punkte durch je zwei normale Ebenen pro- 
jicirt werden. 

40. Verbindet man von einer Fläche F^ zweiter Ordnung je 
zwei Punkte, die bezüglich einer anderen Fläche F\ zweiter Ord- 
nung coujugirt sind, so erhält man die Strahlen eines Complexes 
ziveiten Grades. Von diesen Verbindungslinien nämlich umhüllen 
die in einer Schnittebene liegenden eine Curve zweiter Ordnung 
(I. Ähth. S. 214). Der Complex enthält alle Strahlen, welche die 
Flächen F^ und F\ in zwei paar sich harmonisch trennenden 
Punkten schneiden ; bei einer Vertauschung von F^ mit F\ ändert 
er sich deshalb nicht. Der Complexkegel eines Punktes P von F* 
oder F\ geht durch den Kegelschnitt, welchen diese Fläche mit 
der Polarebene von P nach F\ resp. F^ gemein hat. Die Ge- 
raden der beiden Flächen zweiter Ordnung sind Complex strahlen. 

Ein anderer Complex zweiten Grades enthält die Geraden, 
durch welche an F^ und F\ zwei paar sich harmonisch trennende 
Beruh rungsehenen gelegt werden können, und die Schnittlinien 
von je zwei Berührungsebenen der einen Fläche, welche bezüglich 
der andern coujugirt sind. Auch in diesem Complexe sind die 
Geraden beider Flächen enthalten. 

41. Zwei Flächen F^ und F\ zweiter Ordnung, von denen 
entweder keine oder jede geradlinig, aber kein Kegel ist, sollen 
collinear so auf einander bezogen werden, dass irgend drei 
Punkten A, B, C von F^ drei beliebig angenommene Punkte 
Aj^, B^, 6'i von Fl entsprechen. Weder A, B und C noch ^,, P, 
und Ci dürfen in einer Geraden liegen. Um die Aufgabe zu 
lösen, können und müssen wir die Ebenen ABC und A^B^C^ 
collinear so auf einander beziehen, dass die Kegelschnitte, welche 
sie mit P* resp. Ff gemein haben, einander entsprechen, zugleich 
aber die Punkte A und Aj, B und Pj, C und C^ {Seite 10). 
Ausserdem können und müssen wir zwei Punkten P, E von F^, 
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deren Berühruugsebenen sicli ia einer Geraden der Ebeue ABC 
Rciineiden, die beideE Punkte D^, E, von Ff zuweisen, deren Be- 
rühr ungs ebenen durch die entsprechende Gerade von A^B^Ci ge- 
hen. Beziehen wir nun zwei Räume collinear so auf einander, 
dass den Punkten Ä, B, C, D, E des einen die Punkte A,^ ß^, 
C,, y>j, E^ des anderen entsprechen, so sind F^ und F'l homologe 
Fläehea derselben. Denn der Bläche F^ entspricht eine Fläche 
zweiter Ordnung, die mit F^, nicht nur den Kegelschnitt A^ S^ (\, 
sondern auch alle durch D^ und £, gehenden Kegelschnitte von 
F\ gemein bat. Die Aufgabe hat zwei Lösungen, weil D^ und E^ 
mit einander vertauschbar sind. — Eine Fläche zweiter Ordnung 
kann hiernach auf sechsfach unendlich viele Arten collinear auf 
sich selbst bezogen werden. 

42. Ist eine llegelfläche F^ zweiter Ordnung collinear auf 
sich seihst bezogen, so entspricht von ihren beiden Regeischaaren 
entweder jede sich selbst oder jede der anderen. Im erstereu 
Falle entsprechen in jeder Schaar zwei reelle oder imaginäre 
„ Doppel strahlen " sieh selbst, und die CoUineation hat vier Doppel- 
punkte, in welchen je zwei dieser Doppelstrahle u sieh schneiden. 
Im letzteren Falle siud die beiden Regeischaaren auf zweifache 
Art projectiv und erzeugen zwei Kegelschnitte auf F^; durch die 
beiden Schnittpunkte der letzteren aber geheu je zwei Strahlen 
von F^, die einander doppelt entsprechen. Die beiden Schnitt- 
punkte und ihre Beriihrungsebeneu sind in diesem Falle Doppel- 
elemente der CoUineation. 



Polare Felder und BUudel; räumliclie Folarsysteme. 

43. Zwei reciproke ebene Felder ij, ■»], können im Ällger 
auf vier verschiedene Arten in iuvolutorische Lage gebracht 
werden, sodass sie zusammen ein polares Feld bilden. Wir be- 
zeichnen mit C und C^ die „Centra" von -r\ und ij(, d. h. die 
Punkte, weichen die nuendlich fernen Geraden der beiden Felder 
entsprechen; diese Centra liegen im Allgemeinen nicht unendlich 
fem. Dem Strahlenbüschel C von >] entspricht die nuendlich ferne 
Punktreihe von v]j , und wenn wir letztere aus C^ projicireu, so 
erhalten wir einen zu C projectiven Strahlenbüschel Cj, Sind 
nun er, b die beiden zu einander normalen Strahlen des Büschels C, 
welchen in 6', zwei zu einander normale Strahlen a^, 6j ent- 
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sprechen. (I. Abtli. Seite 193), so banu mau de recprokeu Felder 
auf vier Arten in involutorische Lage br ngen nde n man & ib, 
und zugleich b auf a, legt. Bei dieser Lage anl eh ent [rechen 
den Seiten des aus a, h und der nnendl cl fe nen Ijre aden n S 
gebildeten nn ei gentlichen Dreiecks die 1 nen gegen 1 e 1 egeuden 
ICckpunkte (vgl. Seite 119). Liegen die beiden Centra C, Cj un- 
endlich fern, so hat die Aufgabe in der Regel keine Lösung. 

44. Zicei reciproke Strahlenbündel S, Sj, deren Mittelpunkte 
flicht unendlich fem liegen, in involutorische Lage zu bringen, so- 
dass sie zusammen einen polaren Bündel bilden. 

Wir haben in den reciproken Bündeln zwei homologe Dreikante^ 
etwa zwei rechtwinklige, aufzusuchen, die so zur Deckung ge- 
bracht werden köunen, das« jede Kante des einen der ihr ent- 
sprechenden Ebene des anderen gegenüberliegt. Zu dem Ende 
ordnen wir im Bündel .S' jedem Strahle die zu ihm rechtwinklige 
Ebene zu, sodass S ein rechtwinkliger polarer Strahlenbündel 
wird. Dadurch wird zugleich im Bündel S, jeder Ebene ein 
Strahl zugeordnet, sodass auch S, ein polarer Bündel wird; und 
zwar entsprechen je zwei conjugirten Strahlen oder Ebenen von Sj 
allemal zwei zu einander normale Ebenen resp. Strahlen von S. 
Der polare Bündel S^ hat im Allgemeinen drei zu einander normale 
Hauptaxen «,, b^, c, (S. 132), und da diese paarweise conjugirt 
sind, so entsprechen ihnen drei zu einander normale Ebenen a, ß, y 
des Bündels S. Legt man nun die Bündel so aaf einander, dass «j 
mit Py und b^ mit 7a zusammenfallt, was auf vier Arten mög- 
lich ist, so ist die verlangte involutorische Lage hergestellt. Die 
Aufgabe hat also im Allgemeinen vier, und nur dann uneudlich 
viele Lösungen, wenn der Bündel Sj unendlich viele Haupt- 
axen hat. 

45. Zwei reciproke Bäume S, S, in involutorische Lage zu 
bringen, sodass sie ein Folarsystem bilden. — Seien C nnd (7, die 
, Centra" lon i und Sj, d. h. die Punkte, welchen unendlich 
ferne Ebenen entsprechen. Liegen diese Centra selbst unendlich 
iem, ■-0 hat die Aufgabe in der Regel keine Lösuug. Ist C und 
damit zugleich C, ein eigentlicher Punkt, so entsprechen den 
Ebenen uad Strahlen von C die unendlich fernen Punkte und 
Geraden von 3, und wenn man letztere aus Cj projicirt, so sind 
die Bündel C und C'j reciprob auf einander bezugen. Bringt man 
nun (Ni 4i) diese reciproken Bündel iu' involutorische Lage, so- 
sind auch die reciproken Räume in involutorische Lage gebracht. 
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Die Aufgabe hat demuach wie die vorhergehende im Allgemeinen 
vier Lösungen. 

46. Durch ein einfaches raumliches Sechseck ABCDEF ist 
ein räumliches Polarsystem bestimmt, in welchem jeder Kante des 
Sechsecks ihre Gegenkante als Polare sugeordnet ist. Werden aäm- 
lich zwei Räume 2, 5j reciprok so auf eiuander bezogen, dass 
den Punkten A, B, C, D, E von S die resp. Ebenen CDE, 
DEF, EFA, FAß, ABC von Sj entsprechen, so entsprechen 
den Ebenen CDE, ABC und BGD von S die resp. Punkte A, E 
und F von Sj, und die Geraden AB und DE entsprechen ein- 
ander in doppelter Weise. Die vier Ebenen ABC, ABE, CDE 
und DEA bilden folglich ein Tetraeder, in welchem jeder Eck- 
punkt der ihm gegenüberliegenden Ebene doppelt entspricht; die 
reciproken Räume 2, 2j liegen involntorisch (Seite 130) und bil- 
den das im Satze erwähnte Polarsjstem, 

47. Auf einer gegebenen Fläche zweiter Ordnung einen Kegel- 
schnitt so zu conslruiren, dass er einen beliebig angenommenen 
Putiht S zum Brennpunkt hat. Damit die Aufgabe ausführbar sei, 
darf S nicht auf der Fläche liegen. In dem polaren Felde, dessen 
Ordnungscurve der gesuchte Kegelschnitt ist, müssen je zwei con- 
ji^irte Strahlen des Büschels S auf eiuander rechtwinklig sein. 
Construireu wir also in dem polaren Strahlenbüudel S, von wel- 
chem je zwei einander zugeordnete Elemente conjugirfc sind be- 
züglich der Fläche, die cyclischeu Ebenen {I. Abth. Seite 185), 
so haben diese mit der Fläche je einen reellen oder imaginären 
Kegelschnitt gemein, von welchem S der Brennpunkt ist. Die 
Aufgabe hat im Allgemeinen zwei Lösungen. 

Ist die gegebene Fläche zweiter Ordnung ein Kegel, so 
können wir die Aufgabe wie folgt lösen. Wir verbinden den Punkt 
S mit dem Mittelpunkte des Kegels durch eine Gerade m; dann 
sind die Ebenen des Büschels n paarweise eonjugirt hinsichtlieh 
des Kegels. Die Ebene e des gesuchten Kegelschnittes muss durch 
S gehen und den in volutori sehen Ebeneubüschel u in einem recht- 
winkligen Strahlenbüschel schneiden. Solcher Schnittebeneu s 
giebt es keine oder zwei, jenachdem der Büschel u reelle Doppel- 
Ebenen besitzt oder nicht, je nachdem also der Punkt S ausser- 
halb oder innerhalb des Kegels liegt. Die beiden Ebenen e sind 
im letzteren Falle leicht zu construiren, wenn berücksichtigt wird, 
■dass sie auf einer der beiden zu einander rechtwinkligen conju- 
girteu Ebenen des Büschels m senkrecht stehen müssen. Sie liegen 
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symmetriscli zu der Geraden m, nnd fallen zusammen, wenn der 
Büschel « ein rechtwinkliger ist. 

48. Eine Fläche zweiter Ordnung mit Mittelpunkt wird von 
zwei Büscheln paralleler Ebenen in Kreisen geschnitten. Diese Kreis- 
Ebenen sind nämlich parallel zu den beiden cyclisehen Durchmesser- 
Ebenen der Fläche, in welchen je zwei eonjugirte Durchmesser 
auf einander senkrecht stehen. Der gleiche Satz lässt ist auch 
für das elliptische Paraboloid beweisen (vgl. Seite 162). Die Ro- 
tationsflächen zweiter Ordnung besitzen nur eine Sehaar von Kreisen ; 
die Ebenen dieser Kreise sind senkrecht zur Rotatiousaxe. 

49. Zwei coUineare Strahlenbündel S, S, in perspective Laye 
SU bringen. — Zwei perspective Bündel haben einen Ebenenbüschel 
entsprechend gemein; wir suchen deshalb zunächst in den gegebenen 
Bündeln S, S^ zwei homologe Ebenenbüsehel, die projectiv gleich 
sind. Zu dem Ende ordnen wir (wie in Nr. 44) im Bündel S 
jedem Strahle die zu ihm normale Ebene zu, sodass 6' ein rechtr- 
winkliger, und zugleich Sj ein polarer Bündel wird; in dem Bündel 
Sj bestimmen wir sodanu die beiden Foealaxen %, %. Je zwei 
zu einander normale Ebenen von Mj (oder Vj) sind dann coujugirt 
in dem polaren Bündel .Sj, und ihnen entsprechen folgHch zwei 
eonjngirte, d. h. zu einander normale Ebenen des rechtwinkligen 
Bündels S, die in m (resp. v) sich schneiden. Sind nun a, ß, y, S 
vier harmonische Ebenen von u, von denen a zu y sowie ß zu S 
normal ist, so entsprechen ihnen im Bündel Sj vier harmonische 
Ebenen a^, ßj, y^, S, des Büschels m^, sodass a^ zu y^ und ßj zu 
&i normal ist, und die Winkel «ißj, ßif], 7i^i. Sjaj halbe rechte 
sind. Die homologen Ebenenbüschel M(aß'yS) und Wi(aißjy,8,) sind 
folglich projectiv gleich und können so auf einander gelegt werden, 
dass die vier Ebenen a, ß, y, 8 mit den ihnen entsprechenden 
*ii ßi' Tu ^1 zusammenfallen. Bei dieser Lage aber sind die col- 
linearen Bündel S und S^ perspectiv und Scheine eines und des- 
selben ebenen Feldes. Die Aufgabe hat vier Auflösungen, von wel- 
chen zu jeder der beiden Foealaxen Mj, v^ zwei gehören. 

50. Lie^ der Mittelpunkt S eines polaren Bündels auf einer 
Fläche F* zweiter Ordnung, so geht die Vertnndungsebene solcher 
drei Punkte A, B, C von F^, tcelche aus dem Punkte S durch 
drei eonjugirte Strahlen des polaren Bündels projicirt werden, durch 
einen festen Punkt.*) Nämlich zu einem gegebenen Strahle SÄ 

*| Der hier folgende Beweis dieses Steiner 'sehen Satzes ist von Schrö- 
ter (in dem Journal für Mathematik Bd 84 Seite 70) gegeben worden. 



Hosted by 



Google 



272 Aufgaben und Lehrsätze. 

kÖDnen unendlich viele Paare von Strahlen S-B uud SC coustrnirt 
werden , welche mit SA Tripel conjugirter Strahlen bilden. Diese 
Strahlenpaare liegen in der Polarebene von SÄ und bilden eine 
Involution; sie schneiden die Fläche F^ in den Panktepaaren ß, C 
eines involutori sehen Kegelschnittes, und folglich gehen die Ver- 
bindungslinien BC alle durch einen Punkt A^ und die Ebenen 
ABC dnreh eine Gerade AAj^. Halten wir irgend einen mit S^ 
eonjugirteu Strahl SB fest und ändern sodann die Lage der 
Punkte A und C, so dreht sich die Ebene ABC um eine Gerade 
BBj, die ebenso gefunden werden kann wie vorhin AA,; und 
diese Gerade BB^ liegt mit AA^ in der anfänglich angenom- 
menen Ebene ABC, wird also von AA^ geschnitten. Nun wird 
aber jede solche Gerade AAi oder BB^ auch von demjenigen 
Strahle t des Bündels S geschnitten, dessen Polarebene die Fläche 
F^ im Punkte S beröhrt. Denn halten wir z. B. A fest und 
nehmen wir den Punkt B in der Ebene At an, so fällt SC m 
jene Beriihrungs- Ebene, und der Punkt C vereinigt sich mit S; 
die Ebene ABC, in welcher auch AA^ liegt, fällt also mit At 
zusammen, oder AA, und t liegen in einer Ebene. Seien nun 
A und A' zwei ganz beliebige Punkte der Fläche F^, und sei 
SB derjenige Strahl des polaren Bündels S, welcher die Ebene 
SAA' zur Polare hat; sei femer A' Ä\ die zu AÄ^ und BB^ 
analoge Gerade des Punktes A'. Dann müssen AA^ und A'A\ 
jede der Geraden BB^ und t schneiden; und da die letzteren in 
einer Ebene liegen, welche im Allgemeinen nicht durch die be- 
liebig gewählten Punkte Ä und A' hindurchgeht, so müssen AA^ 
und A' A\ den Schnittpunkt von BB,^ und t mit einander gemein 
haben. Die Ebene ABC geht also stets durch einen bestimmten 
auf ( liegenden Punkt, der seine Lage nicht ändert, wenn der an- 
fänglich gewählte Punkte mit irgend einem anderen Punktet' 
der Fläche zweiter Ordnung vertauscht wird. — Wie lautet der 
reciproke Satz? 

51. Ist S irgend ein Punkt einer Fläche F'' zweiter Ordnung, 
so geht die Verbinduugs-Ebene solcher drei Punkte von F^, welche 
aus S durch drei zu einander rechtwinklige Gerade projicirt wer- 
den, durch einen festen Punkt. Dieser liegt auf der in S errich- 
teten Normalen der Fläche F^ (Lehrs. 50). 

52. Die Punkte, in denen je drei Berührungs-Ebeneu eines 
Paraboloides sich rechtwinklig sehneiden, liegen in einer Ebene 
(folgt aus dem zu Nr. 50 reciproken Satze). 
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63. Es giebt dreifach unendlich viele Polarsysteme und Flächen 
zweiter Ordnung, die ein gegebenes Tetraeder AB CD zum Pol- 
tetraeder haben; erst dann ist nämlich eines dieser Polarsysteme 
nebst seiner Ordnungsfläche bestimmt, wenn einem beliebig ge- 
gegebenen Punkte P irgend eine Ebene x als Polare zugeorduet 
wird (Seite 133). Durch deu Punkt P gehen von jenen Flächen 
zweifach unendlich viele, und zwar schneiden sich diese in P und 
in sieben Punkten Pj, welche von P durch je zwei Gegenelemeut« 
des Poltetraeders harmonisch getrennt sind. Zwei beliebige der 
Punkte P, sind auch ihrerseits durch zwei Gegenelemente des Te- 
traeders harmonisch getrennt, und zwar durch zwei Gegenkanten, 
wenn sie von P entweder durch die übrigen zwei paar Gegen- 
kanten oder durch je einen Eckpunkt und die gegenüberliegende 
Tetraederebene harmonisch getrennt sind. Die sieben Punkte P^ 
liegen mit P in sechs paar Ebenen, welche durch je eine der sechs 
Tetraederkanten gehen und durch je zwei Tetraeder ebenen har- 
monisch getrennt sind. 

Eine durch P gelegte Gerade berührt in P einfach unendlich 
viele von jenen Flächeu zweiter Ordnung. 

54. Eine Regeifläche zweiter Ordnung ist bestimmt durch eine 
Gerade g und ein Poltetraeder, dessen Kanten zu g windschief 
sind; und zwar geht sie durch g und die sieben Geraden ^i, welche 
von g durch je zwei Gegenelemente des Tetraeders harmonisch ge- 
trennt sind. Vier der sieben Geraden g^ siud durch je einen Eck- 
punkt und die gegenüberliegende Ebene, die übrigen drei sind 
durch je zwei Oegenkanten des Tetraeders harmonisch von g ge- 
trennt; die ersteren liegen in der einen, die letzteren aber mit g 
in der anderen Regelschaar der Fläche. Die sechzehn Schnitt- 
punkte der ersteren vier Geraden i/, mit den vier Tetraederebenen 
liegen zu vieren auf g und den letzteren drei Geraden g^. Je 
zwei der Geraden g^ sind allemal durch zwei Gegenelemente des 
Tetraeders harmonisch getrennt. 

55. Liegen in einem Tetraeder den Eckpunkten A, B, C, D 
die resp. Ebenen a, ß, y, h gegenüber und ist g eine zu den Te- 
traederkanten windschiefe Gerade, so sind der Ebenenbüsehel 
g (ABCD) und die Punktreihe g (aßy8) projectiv. Denn bezüg- 
lich der Fläche zweiter Ordnung, welche durch g geht und ABCD 
zum Poltetraeder hat, sind die vier Ebenen des Büschels die Polaren 
der entsprechenden vier Punkte der Reihe. 

56. In einem Polarsysteme können je zwei reciprok polare 

Beje. Oeomelrie der Lftge. II. 3. Aufl. Jg 
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Gerade g, g^ mit den Eckpunkten A, B, C, D eines beliebigen 
Poltetraeders durch eine Flache zweiter Ordnang verbunden wer- 
den, indem die Ebenenböschel g (ABCD) und g^ [ABCD) projec- 
tiv sind. Denn die Punktreihe ^(aß7S) ist projectiv sowohl zu 
g {ABCD) (Nr. Ö5) ale auch zu g^ {ABCD}; zu letzterem Büschel, 
weil die vier Ebenen des Büschela die entsprechenden vier Punkte 
der Reihe zu Polen haben. — Dem Poltetraeder kann eine durch 
g und i/j gebende FJäche zweiter Classe eingeschrieben werden; 
dieselbe ist die Polare der Fläche zweiter Ordnung und artet, wenn 
diese ein Kegel ist, in einen Kegelschnitt aus, 

57. Ein Polarsystem ist unvollständig bestimmt, wenn von 
ihm zwei paar reciproke Polaren a, a, und b, fij beliebig wind- 
schief angenommen werden. Man beweise, dass es eindeutig be- 
stimmt ist, wenn noch einer gegebenen Ebene tc der Geraden a 
ii^end ein Punkt von a^ als Fol zugewiesen ist. Durch die Polaren- 
paare a, «1 und b, b^ sind zweifach unendlich viele Paare reci- 
proker Polaren gegeben, die mit jenen vier Geraden in einer li- 
nearen Gongruenz liegen. Zunächst bilden je zwei homologe Ge- 
rade c, c, der projectiven Regeischaaren aa^b und a^ab^ ein solches 
Paar; ferner bilden je zwei homologe Strahlen d, rf, der projec- 
tiven RegeJschaaren bb^c und öj&c^ ein Paar reciproker Polaren; 
das Gleiche gilt von je zwei homologen Strahlen der Schaaren 
cqc^ und CjCd-^; u, s. w. Dass alle diese Regeischaaren in einer 
linearen Gongruenz enthalten sind, wird Seite 180 bewiesen. Die 
OQ^ paar reciproken Polaren aa^, bb^, ecj, dd^, . . . sind in fx>' 
Polarsvstemen enthalten. Eines derselben ist bestimmt, wenn von 
ihm noch zwei conjugirte Punkte oder Ebenen beliebig gegeben sind. 



Polfiinfecke und Folsechsecke elues räumliclieu Polar System es .'^) 

58. Ein vollständiges Viereck heisst ,, Polviereck" eines räum- 
lichen Polarsystemes, wenn seine drei paar Gegenseiten aus con- 
jugirten Strahlen bestehen. Jedes ebene Viereck, welches zwei 
paar conjugirte Strahlen des Polarsystemes zu Gegenseiten hat, ist 
ein Polviereck desselben (Seite 125). Das Polviereck wird aus dem 
Pole P seiner Ebene durch ein „Polvierkant" projicirfc, dessen drei 
paar Gegenflächen von conjugirten Ebenen gebildet werden. Die 
Polatfigur des ebenen Polvierecks ist ein „Polvierseit" im Strahlen- 

*) Vgl. meinen Aufsatz in Crelle's Journal 77 S. 269. 
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büudel P, nämlich ein Vierseit, dessen drei paar Gegenkanten aus 
eonjugii-ten Strahlen bestehen. Ein „ebenes Polvierseit" hat drei 
paar conjugirte Gegenpunkte. 

Die drei Ebenen, welche die Eckpunkte A, B, C eines belie- 
bigen Dreiecks mit den Polaren der gegenüberliegenden Dreieek- 
seiten verbinden, schneiden sich in einer Geraden g; diese gebt 
durch den Pol der Ebene ABC und (Seite 125) durch den Punkt 
D, welcher mit A, B, C ein Polviereck bildet. Wenn also im 
räumlichen Polarsyateme irgend zwei von den Ebenen, welche die 
Eckpunkte A, B, C eines Dreiecks mit einer Geraden g verbinden, 
den resp. gegenüberliegenden Seiten des Dreiecks conjugirt sind, 
so gilt das Gleiche von der dritten Ebene. Wir benutzen diesen 
Satz zum Beweise des wichtigen folgenden Satzes. 

69. Die vier Geraden, welche in einem räumlichen Polar- 
systeme die Eckpunkte A, B, C, D eines Tetraeders mit den resp. 
Polen A^, üj, Ci, D^ der gegenüberliegenden Flächen verbinden, 
liegen i. A. in einer Regelschaar; sie schneiden sich jedoch paar- 
weise in zwei Punkten oder gehen alle durch einen Punkt, wenn ein 
bezw. jedes Paar von Gegenbanten aus conjugirten Strahlen besteht. 

Zunächst ist hervorzuheben, dass jedes der beiden Tetraeder 
ABCD und A^B^C^D^ die Polare des anderen ist, und dass von zwei 
gleichnamigen Kanten derselben, wie AB und AjBj, jede die Gegen- 
kaute Cj-D, resp. CD der anderen zur Polare hat. Die Ebenen 
BB^D^ und CGiD^ sind demnach den resp. Seiten CA und AB 
des Dreiecks ABC conjugirt, weil sie deren Polaren B^Dj und 
Cjflj enthalten. Bezeichnen wir mit g ihre Schnittlinie, so ist 
(Nr. 58) die Ebene gA der Dreieckseite BC conjugirt und ent- 
hält deren Polare A^DJ^. Die durch Dj gehende Gerade g schnei- 
det folglich die vier Geraden AAj^, BB^, CC^, DB^\ ebenso aber 
geht durch jeden anderen Eckpunkt der beiden Tetraeder eine mit 
diesen vier Linien incidente Gerade. Damit ist bewiesen, dass 
AA^, BB^, CC^ und -DDi i. Ä. in einer Regelschaar liegen, von 
welcher g nnd sieben andere durch die Tetraederecken gehende 
Gerade Leitstralilen sind. 

60. Nur dann liegen zwei jener vier Verbindungslinien, etwa 
AAi und ß-Bj, in einer Ebene, wenn eine Tetraederkante AB 
von der Polare A^B^ ihrer Gegenkante CD geschnitten wird, wenn 
also zwei Gegenkanten AB und OD conjugirt sind; in diesem 
Falle aber liegen auch CC^ und DD^ in einer Ebene. Die Ebenen 
der beiden Geradenpaare AA^, BB^ und CC^, DD, gehen in 
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diesem Falle durch die Verbindungslinie der beiden Schnittpunkte 
der Paare, weil nur dann diese vier Geraden von g und den siebet» 
anderen Leitstrahlen geschnitten werden können. Die beiden Schnitt- 
pnukte der Geradeopaare vereinigen sich folglich, wenn auch BB^ 
und CCj sowie J)D^ und AÄ^ sich schneiden, wenn also noch eine 
andere Kante BC des Tetraeders ABCD ihrer Gegenkante con- 
jngirt ist. Der obige Satz {Nr. 59) ist damit fiir jeden seiner 
drei Fälle bewiesen, zugleich aber der folgende: 

Wenn zwei paar Gegenkanteu eines Tetraeders von conjugir- 
ten Strahlen eines Polarsystem es gebildet werden, so sind auch 
die übrigen beiden Gegenkanten conjugirt. 

61. Ein Tetraeder AB CD, dessen Gegenkauten von conja- 
girten Geraden gebildet werden, wird aus den Polen seiner vier 
Flächen durch Polvierkante projicirt und von den Polarebenen 
seiner vier Eckpunkte in Polvierseiten geschnitten. Die Polaren 
der drei Kanten BC, CA, AB nämlich gehen durch den Pol F' 
der Ebene ABC und schneiden die resp. Gegenkanteu AD, BD, 
CD. Die Kanten BC, CA, AB und die Ebenen, welche sie mit 
P verbinden, sind folglich den resp. Ebenen ADF, BDP, CDP 
conjugirt, wie der erste Theil des Satzes behauptet; der zweite 
Theil des Satzes aber folgt aus dem ersten, weil er zu ihm reci- 
prok ist. Die Ebene ABC schneidet das Polvierkant ^(^ßOi)) 
in einem Polviereck (Nr. 58), woraus folgt; 

Projicirt man von einem Tetraeder ABCD mit tonjngirten 
Gegenkanten einen Eckpunkt D auf die gegenüberliegende Fläche 
aus dem Pole P der Fläche, so erhält man den Punkt D', welcher 
mit A, B und C ein Polviereck bildet, 

62, Der Ort eines Punktes D, welcher drei beliebig gegebene 
Punkte A, B, C zu einem Tetraeder mit drei paar eonjugirten Gegen- 
kanten ergänzt, ist demnach eine Gerade g; in derselben sehneiden 
sich die drei Ebenen, welche die Eckpunkte des Dreiecks ABC 
mit den Polaren der gegenüberliegenden Dreieckseiteu verbinden 
(Nr. 58). Jeder Punkt D der Geraden g bildet mit A, B und C ein 
derartiges Tetraeder; denn die Kanten DA, DB, DC sind den resp. 
Gegenkanten BC, CA, AB conjugirt, weil sie mit derenPolaren 
in den resp. Ebenen gA, gB, gC liegen. Auch der Pol der Ebene 
ABC bildet mit A, B, C ein solches Tetraeder und liegt auf g. 

Mit einem Poldreieck ABC bildet jeder Punkt des Raumes 
ein Tetraeder, dessen Gegenkanten conjugirt sind. Wenn zwei 
der drei Punkte A, B, C dem dritten conjugirt sind, so bildet 
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jeder dem dritten coDJugirte Punkt mit Ä, B and C ein solches 
Tetraeder, wie obne Mühe einleuchtet. Sind zwei der drei Pnnkte 
A, B, C coujugirt, so bildet jeder ihnen conjugirte Punkt mit 
A, B, C ein derartiges Tetraeder; die Gerade g ist nämlich in 
diesem Falle die Polare der Verbindungslinie jener beiden Punkte. 

63. Ein räumliches Fünfeck heiast „Polfünfeck" eines räum- 
lichen Polarsystemes und seiner Ordnungsfläche, wenn jede seiner 
zehn Kanten 'der ihr gegenüberliegenden Fläche conjugirt ist. Die 
Polarfigur eines Polfünfecks ist ein ,,Polfüufflach" des Polar- 
systemes, d. h. ein Fünfflach, dessen zehn Kanten den ihnen gegen- 
überliegenden Eckpunkten conjugirt sind. Das Polfünfflaeh ist 
dem Polfünfeck derartig eingeschrieben, dass jeder Eckpunkt und 
jede Kant« des Fünfflachs auf einer Kante resp. Fläche des Fünf- 
ecks liegt. 

Ein Poltetraeder des Polarsystemes bildet mit einem beliebigen 
Punkte ein Polfünfeck und mit einer beliebigen Ebene ein Pol- 
fünfflaeh desselben. 

64, Jede Kante eines Polfünfecks geht durch den Pol der 
gegenüberliegenden Fläche, und jede Fläche desselben geht durch 
die Polare der gegenüberliegenden Kante. Alle Ebenen einer 
Kante sind demnach der gegenüberliegenden Fläche, und alle Ge- 
raden dieser Fläche sind jener Kante conjugirt. Insbesondere sind 
je zwei Flächen des Fünfecks conjugirt, die keine Kante, und je 
zwei Kanten, die keinen Eckpunkt gemein haben. Vier beliebige 
Eckpunkte des Polfünfecks bilden also ein Tetraeder, dessen Gegen- 
kanten conjugirt sind; die vier Geraden aber, welche diese Eck- 
punkte mit den Polen der gegenüberliegenden Tetraederfläehen 
yerbinden, gehen durch den fünften Eckpunkt. 

Jedes Tetraeder mit drei paar conjugirten Gegenkanten ist Be- 
standtheil eines Polfünfecks und eiuea Polfüufflaehs und bestimmt die- 
selben. Verbindet man nämlich seine vier Eckpunkte A, B, C, D mit 
■den Polen der ihnen gegenüberliegenden Flächen, so erhält mau vier 
Gerade eines Punktes E (Nr. 59); dieser aber bildet mit A, B, C, D 
ein Polfünfeck, weil jene vier Geraden und ihre sechs Verbindwngs- 
ebeuen den gegenüberliegenden Flächen resp. Kauten conjugirt 
sind. Die vier Flächen des Tetraeders schneiden analog die Polaren 
der gegenüberliegenden Eckpunkte in vier Geraden einer Ebene s, 
welche mit den vier Flächen zusammen das Polfünfflach bildet. 
Da £ die Polare von E ist, so folgt beiläufig: 

Die vier Ebenen eines in einem Polfünfeck enthaltenem Te- 
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traeders bilden mit der Polare des fünften Eckpunktes ein Pol- 
fünfflaeh. Die Schnittpunkte von beliebigen vier Ebenen einea 
Polfünfflaches bilden ebenso mit dem Pole der fünften Ebene ein 
Pol fünf eck. 

65. Drei beliebige Punkte A, B, C sind Eckpunkte von einfach 
unendlich vielen Polfönfecken des Polarsystemes ; und zwar liegen 
deren übrigen Eckpunkte auf der Schnittlinie </ der drei Ebenen, 
welche die Eckpunkte des Dreiecks ABC mit den Polaren der 
gegenüberliegenden Dreieekseiten verbinden (Nr, 62, 64). Nimmt 
man auf dieser Geraden g den vierten Eckpunkt D beliebig an, 
so ist der fünfte E völlig bestimmt (Nr. 64); insbesondere geht 
die Gerade ^^1, welcbe den Pol ^j der Ebene ßCÖ mit A ver- 
bindet, durch den Punkt E von g. Da die Ebenen BCD und 
CAE conjugirt sind und zwei projeetive Ebenenbüschel um BC 
und CA beschreiben, wenn D die Gerade g durchläuft, und da 
ausserdem Z* mit E vertauschbar ist, so ergiebt sich: 

Die Pnnktepaare D, E, welche mit den drei beliebigen Punk- 
ten A, ß, C Polfünfecke bilden, liegen auf der Geraden g in In- 
volution; dem Schnittpunkte von g mit der Ebene ABC ist der 
Pol dieser Ebene in der Involution zugeordnet. In jedem räum- 
lichen Polarsysteme giebt es cc^* Polfünfecke, weil drei Eckpunkte 
eines Polfünfeeks ganz beliebig angenommen werden dürfen, ein 
vierter aber beliebig auf einer durch jene drei bestimmteu Geraden. 

66. Zwei beliebige Punkte A, B sind Eckpunkte von vier- 
fach unendlich vielen Polfünfecken des Polarsystemes (Nr. 66). 
Die Eckpunkte von irgend zwei dieser Polfünfeeke, ABCDE und 
ABC' D'E\ sind acht „associirte Punkte", in denen drei Flächen 
zweiter Ordnung sich schneiden; sie können nämlich mit den Kan- 
ten AC und BC durch eine Fläche zweiter Ordnung verbunden 
werden, ebenso aber mit je zwei Kanten, in welcbe AC und BC 
dnrch Vertauschung von A mit B, von C mit D oder E und von 
C mit D' oder E' übergeben. Denn es ist ÄC{DED'E')~ 
BC {EDE'D'), weil die homologen Ebenen dieser Ebenenbüachel 
conjugirt sind (vgl. Seite 135); daraus aber folgt (l. Abth. S. 144) 
'AC{I)ED'E')J\^C{PED'E'), womit der Satz bewiesen ist. 
Zugleich ergiebt sich: Die sechs Punkte C, Z>, E, C, D\ E' 
liegen auf einem Kegelschnitt, wenn sie in einer Ebene liegen. 
Diese Ebene ist der Kante AB conjugirt, geht also durch deren 
Polare. 

67. Die Tripel von Punkten C, D, E, welche mit zwei ge- 
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gebenen Punkten Ä, B zusammeu Polfünfeeke bilden und mit der 
Polare der Kante AB in irgend einer Ebene tp liegen, bilden die 
Poldreiecke eines polaren Feldes in 9. Denn giebt man dem 
Punkte C eine bestimmte Lage C^ in tp, so erhält man als Ort 
der Punkte D und E eine Gerade c^ von cp (Nr. 65); wird statt 
Cder Eckpunkt D beliebig in tp angenommen, so ist der Ort von 
C und B eine Gerade d von 9, Die Gerade d aber geht dureb 
C^, wenn D auf c, angenommen wird, weil alsdann Cmit C, zu- 
sammenfallen kann; damit ist unser Satz bewiesen. — Da zwei 
beliebige Poldreiecke des polaren Feldes 9 einem Kegelschnitte 
eingeschrieben sind, so ergiebt sich auch hier ein vorbin (Nr. 66) 
bewiesener Satz. Einem Kegelschnitte, welcher einem beliebigen 
Poldreiecke von cp umschrieben ist, können unendlich viele Pol- 
dreiecke eingeschrieben werden (Seite 122); diese bilden mit A 
und B je ein Polfünfeck des Polarsystemes. 

68. Auf die Polfünfecke eines Polarsystemes wenden wir die 
folgenden Sätze an, deren Beweis wir später {in der III. Äbth.) 
nachholen werden. 

Durch neun beliebige Punkte kann allemal eine und i. A. 
nur eine Fläche zweiter Ordnung gelegt werden. Acht beliebige 
Punkte könuen demnach mit jedem neunten Punkte durch eine 
Fläche zweiter Ordnung verbunden werden; die durch sie gehen- 
den 00^ Flächen zweiter Ordnung aber schneiden sieh i. A. in 
einer, durch die acht Punkte bestimmten Raumcurve vierter Ord- 
nung erster Art. Diese Raumcurve kann mit jedem Punkte des 
Raumes und folglich auch mit jeder ihrer Sehnen durch eine 
Fläche zweiter Ordnung verbunden werden. Sie kann zerfallen 
in zwei Kegelschnitte oder in eine cnbische Raumcurve und eine 
Sehne derselben. Durch sieben beliebige Punkte gehen 00 ^ Flachen 
zweiter Ordnung und cc ^ Raumcurven vierter Ordnung erster Art, 
und zwar haben diese Flächen und Curven noch einen achten Punkt 
gemein, welcher durch die sieben anderen i. A. eindeutig bestimmt 
und ihnen „associirt" ist. Acht assoeiirte Punkte kÖnuen mit 
jedem neunten Punkte durch eine Raumcurve vierter Ordnung 
erster Art, mit zwei beliebigen Punkten aber durch eine Fläche 
zweiter Ordnung verbunden werden. Jede Fläche zweiter Ord- 
nung, welche durch sieben dieser associirten Punkte geht, enthält 
auch den achten. 

69. Einer Fläche ^"^ zweiter Ordnung können cc*' Polfünf- 
eeke eines räumliehen Polarsystemes eingeschrieben werden, wenn 



Hosted by 



Google 



280 Aufgaben und Lehrsätze. 

sie irgend einem Polfüufeck ABCDE desselben umsehriebeii ist. 
Zunächst nämlich bilden die beiden Eckpunkte Ä, B mit einem 
beliebigen Punkte C der Fläche *^ und oo^ Punktepaaren D', E' 
einer gewissen Geraden g' je ein Polfänfeck (Nr, 65) ; und wenn 
D' ein Schnittpunkt von g' und $^ ist, so wird E' der andere 
Schnittpunkt, weil die Fiäche $* durch sieben von den acht aast>- 
ciirten Punkten A, B, C, D, E, C\ D', E' und folglieh auch 
durch den achten E' geht (Nr. 68, 66). Wenn C die Fläche Q^ 
beschreibt, so ändert die Gerade g' ihre Lage stetig (vgl. Nr. 65), 
und wenn C dem Punkte C sich nähert, so fällt schliesslich g' 
mit der Geraden DE zusammen; in der Nachbarschaft von C, 
ebenso aber von D und E, giebt es deshalb oo^ Lagen von C, 
für welche die beiden Schnittpunkte D', E' von g' und $^ reell 
sind. Der Fläche #^ können also oo^ Polfünfecke ABC'B'E' 
eingeschrieben werden, welche mit ABCDE die beiden Eckpunkte 
A und B gemein haben; der Eckpunkt C des Polfunfecks ABCDE 
kann mit oc* anderen Punkten 0' von $^ vertauscht werden. 
Weil aber ebenso die Eckpunkte A und B mit je oo^ anderen 
Punkten von $^ vertauschbar sind, so können der 4>^, wie der 
Satz behauptet, cc^ Polfünfecke eingeschrieben werden. 

Zugleich ergiebt sich, dass ein beliebiges dieser oo^ Polfünf- 
ecke bestimmt ist, sobald drei Eckpunkte A-^^, £,, C, desselben 
auf *^ gegeben sind. Denn in den übrigen beiden Eckpunkten 
i),, El wird $^ von den drei Ebenen geschnitten, welche die Eck- 
punkte des Dreiecks A^B^C^ mit den Polaren der gegenüberliegen- 
den Dreieckseiten verbinden (Nr. 66). 

70. Die zehn Eckpunkte von zwei beliebigen Polfünfecken 
eines Polarsystemes liegen allemal auf einer Fläche zweiter Ord- 
nung. Denn der Fläche $^ zweiter Ordnung, welche die Eck- 
punkte des einen Polfünfecks ABCDE mit vier Eckpunkten A^^, 
Bj^, Cj, Dj des anderen verbindet (Nr. 68), können oo"^ Polfünf- 
ecke eingeschrieben werden; eines von diesen aber hat die drei 
Punkte A^, B^, C, au Eckpunkten und fällt (Nr. 69) mit dem 
zweiten Polfünfeck AiB^CiDjEj zusammen, weil seine übrigen 
beiden Eckpunkte auf der Kante D^Ei und zugleich auf #^ liegen. 

Wenn zwei Polfünfecke ABCDE und AB'C'D'E' einen Eck- 
punkt gemein haben, so sind sie einer Raumcurve vierter Ordnung 
erster Art eingeschrieben. Dass nämlich jede Fläche zweiter Ord- 
nung, welche durch acht von den neun Eckpunkten geht, auch 
den neunten Eckpunkt enthält, folgt auf dieselbe Weise, wie der 
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vorige Satz. — Auch die neun Eckpunkte eines Poltetraeders und 
eines Polfönfecks des Polarsystem es liegen auf einer Ranmcnrve 
vierter Ordnung erster Art; deun das Poltetraeder bildet mit jedem 
Eckpunkte des Polfönfecks ein zweites Polfünfeck. 

71. Wir wenden uns nunmehr zu den „ Polsechseekeu " eines 
räumlichen Polar System es. Jedes räumliche Sechseck, dessen zehn 
paar Gregenflächeo aas conjugirten Ebenen bestehen, nenne ich ein 
Polsechseck des Polarsystemes und seiner Ordnungsfläehe. Die 
Polarfigur eines Polsechsecks ist ein ,, Polsechsflach" des Polar- 
systemes, d. h. ein Sechsflaeh, von dessen zwanzig Eckpunkten 
jeder dem gegenüberliegenden Eckpunkte conjugirt ist. Das Pol- 
seehsfiach ist dem Polsechseck derartig eingeschrieben, dass seine 
zehn paar Gegenpunkte in den zehn paar Gegenebenen des Pol- 
sechsecks liegen. 

Ein Poltetraeder des PoJarsyatemes bildet mit zwei beliebigen 
Ponkten ein Polsechseck und mit zwei beliebigen Ebenen ein Pol- 
seehsflach des Systemes. Ein Polfünfeck bildet mit einem belie- 
bigen Punkte ein Polsechseck. 

72. Von einem Polsecksecke wollen wir zwei Eckpunkte E, 
F absondern und die vier übrigen A, B, C, D als die Eckpunkte 
eines Tetraeders auffassen. Dann ist jede Fläche dieses Tetraeders 
der Ebene conjugirt, weiche den gegenüberliegenden Eckpunkt mit 
der Geraden EF verbindet; und folglich wird EF von den vier 
Geraden geschnitten, welche die Eckpunkte .4, B, C, D des Te- 
traeders mit den Polen ^j, jß^, C^, Dj ihrer resp. Gegenflächen 
verbinden. 

Wenn nun in dem Polarsysterae jede Kante des Tetraeders 
ihrer Gegenkante conjugirt ist, so muss EF durch den Punkt 
gehen, welcher mit A, B, C, J) zusammen ein Polfünfeck bildet 
(Nr. 64); und nimmt mau F beliebig an, so fällt E mit jenem 
Punkte zusammen (vgl. Nr. 71). 

Sind nur zwei Gegenkanten AB und CD des Tetraeders con- 
jugirt, so liegt AAi mit BB^ und CCj xaiiDDy in einer Ebene, 
nnd die Schnittlinie dieser beiden Ebenen verbindet die Schnitt- 
punkte der beiden Geradenpaare (Nr. 60), In einer der beiden 
Ebenen muss deshalb auch die Gerade EF, welche jene zvrei paar 
Geraden sehneidet, enthalten sein, sodass entweder A und B oder 
C und D mit E und F in einer Ebene liegen. Das Folsechseck 
ist in diesem Falle ein ausgeartetes räumliches Sechseck. 

73. Wenn keine Kante des Tetraeders ABCD ihrer Gegen- 



Hosted by 



Google 



282 Aufgalien und Lehrsätze. 

kante eoujugirt ist, so liegen die vier Geraden ÄA-^, BB^, CC^, 
DDi iu einer Regelschaar (Nr, 59), und die sie schneidende Ge- 
rade EF ist sonacli ein Leitstrahl dieser Sehaar. Jede Gerade ff, 
welche drei Strahlen der Regelschaar schneidet, ist auch mit den 
übrigen Strahlen der Schaar incident. Wenn also aus einer Axe i/ 
drei Eckpunltte eines Tetraeders durch Ebenen projicirt werden, 
weiche den resp. gegenüber liegenden Tetraederflächen conjugirt 
sind, so gilt das Gleiche von dem vierten Eckpunkte. Die Axe g 
möge in diesem Falle ,, dem Tetraeder conjugirt" genannt werden. 

Einem beliebigen Tetraeder AB CD sind in dem Polarsysteme 
unendlich viele Axen conjugirt; dieselben bilden i. A. eine Regel- 
schaar, von welcher AA^, -ß-Bn "^^n -^-^i ™^" Leitstrahien sind, 
und zu ihnen gehört die Verbindungslinie jedes Pnnktepaares E, F, 
welches das Tetraeder zu einem Polsechseek ergänzt. Jede Kaate 
eines Polsechsecks ist dem Tetraeder der vier nicht auf ihr liegenden 
Eckpunkte conjugirt. 

74. Sind von einem Tetraeder drei Eckpunkte A, B, C und 
eine ihm conjugirte Axe g gegeben, so erhält man den vierten 
Eckpunkt D, wenn man die Pole der Ebenen i/A, gB, gC mit 
den resp. Geraden BC, CA, AB durch Ebenen verbindet und 
diese zum Durchschnitt bringt. Zugleich liegt D mit g und dem 
Pole der Ebene ABC m einer Ebene 9. Wie bewegt sich nun 
dieser vierte Eckpunkt D, wenn die Axe g in der Ebene 9 ver- 
schoben wird? 

Wenn i/ in (p einen Strahlenbüschel E erster Ordnung be- 
schreibt, BO beschreiben die Ebenen gA, gB, gC drei zu E per- 
spective Ebenenbüschel, und die Verbindungsebenen ihrer Pole mit 
resp. BC, CA, AB beschreiben folglich drei zu E projective 
Ebenenbnschel. Von den drei Büscheln aber fallen, wenn g den in 
9 liegenden Pol von ABC überschreitet, drei homologe Ebenen mit 
ABC zusammen; die Ebenenbüschel BC, CA, AB sind folglich 
perspectiv und erzeugen paarweise drei Strahlenbüsehel und zu- 
sammen eine Punktreihe e erster Ordnung. Der Punkt D, in 
welchem homologe Ebenen dieser Büschel sich schneiden, durch- 
läuft demnach in cp eine Gerade e, wenn die Axe 3 in 9 um einen 
Punkt E sieh dreht. 

Bei dieser Drehung fällt g einmal auf die Ebene EAB. Um 
für diese Lage von g deu zugehörigen Punkt D' zu finden, ver- 
binden wir den Pol der Ebene EAB mit BC und CA, und bringen 
die Schnittlinie der beiden Verbindungsebenen, d, h, die Gerade, 
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welche jenen Pol mit C verbindet, zum Durchschnitt mit der 
Ebene 9. Der Schnittpunkt ß' rauss auf e liegen, und ebenso 
trifft e die beiden Geraden, welche die Pole der Ebenen EBC und 
ECÄ mit resp. A and B verbinden. Die Axe e ist folglich dem 
Tetraeder ÄBCE eonjngirt. Wenn also y jetzt beliebig in tp ver- 
schoben wird, 80 fällt D auf £?, sobald g mit e zur Deckung ge- 
bracht wird. Daraus folgt: 

75. Der Punkt D und die zugehörige Axe g sind Pol und 
Polare in einem polaren Felde, welches in der Ebene cp durch 
das Dreieck ABC und das räumliche Polarsystem bestimmt, aber 
nicht in dem Polarsysteme enthalten ist. 

Die Eckpunkte D, E^ F eines beliebigen Poidreieeks dieses 
Feldes bilden mit A, B, C ein Polsechseck des Polarsjstemes, Denn 
jede Seite des Poldreiecks (z. B. EF) ist dem Tetraeder conjugirt, 
welches der gegenüberliegende Eckpunkt {D) mit A, B, C bildet 
(Nr. 74), und jede Fläche des Sechsecks ABCDEF ist folglieb 
ihrer Gegenfläche conjugirt. 

Um zwei Punkte E, F zu construiren , welche mit vier ge- 
gebenen -4, ß, (7, D ein Polsechseck bilden, legen wir durch D 
eine beliebige Gerade e, und bestimmen (Nr. 74) den Punkt E 
so, dass die Axe e dem Tetraeder ABCE conjugirt ist. In der 
Ebene Ee oder 9, welche den Pol von ABC enthält, bestimmen 
vpir sodann den Punkt F so, dass die Axe DE dem Tetraeder 
ABCF conjugirt ist. Der Punkt F liegt dann auf e (Nr. 74) 
und bildet nach dem Vorhergehenden mit A, B, C, D, E das 
gesuchte Polsechseck. 

76. Zufolge dieser Construction ist ein Polsechseck bestimmt 
durch vier Eckpunkte A, B, C, D und eine Gerade e, die durch D 
geht und einen fünften Eckpunkt F enthalten soll; ein Polar- 
system enthält demnach oc^* Polsechsecke. In dem sechsten Eck- 
punkte -E schneiden sich die Ebenen, welche BC, CA und AB 
mit den Polen der resp. Ebenen eA, eB, eC verbinden; in i^aber 
wird e von der Ebene geschnitten, welche den Pol von CDE mit 
AB verbindet. Hieraus iässt sich der Satz ableiten: 

Sechs Punkte A, B, C, D, E, F bilden ein Polsechseck, 
wenn vier von den sechs Ebenen, durch welche die Kanten des 
Tetraeders ABCD aus E projicirt werden, denjenigen Ebenen 
conjugirt sind , welche ihre resp. Gegenkanten mit F verbinden. 

Der Ort der Punkte £', F und ihrer Verbindungslinie ist i. A. 
eine Regelfläche zweiter Ordnung {Nr. 73); diese Fläche gebt 
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durch die vier Geraden AA^, BB^, CC^, DD^, welche die Eck- 
punkte des Tetraeders A B CD mit den Polea der gegenüber 
liegenden Ebenen desselben verbinden. Die Geraden g der Fläche, 
welche diese vier Linien schneiden, sind Tr^er von Punktinvo- 
lationen, deren Punktepaare mit A, B, C, D je ein Poisechseck 
bilden. Ist nämlich F ein Punkt einer solchen Geraden g, so 
liegt der zugeordnete Punkt E der Involution so auf g, dasa die 
Ebenen CDE und ABF conjugirt sind, zugleich aber CDF und 
ABE. — Die ßegelfläche enthält anch die vier Involutionen, deren 
Punktepaare mit je drei der vier Punkte A, B, C, 1) Polfünf- 
ecke bilden; denn der vierte Punkt ergänzt diese Polfünfeoke zu 
Polsechsecken. 

77. Wenn zwei Polsechseeke AB CD FF und ABCDE'F' 
vier Eckpunkte Ä^ B, C, D gemein haben, so können ihre acht 
Eckpunkte mit je zwei Gegenkanten des Tetraeders ABCD durch 
eine Fläche zweiter Ordnung verbun den w erden und sind demnach 
acht associirte Punkte. Es ist nämlich AB{EFE'F') -j;"CD(FEF' E'), 
weil die homologen Ebenen dieser Büschel conjugirt sind (Nr. 71.); 
daraus aber folgt ~ÄB(EFE'F') ~ ~CD{EFE'F'), womit der 
Satz bewiesen ist. 

Wenn ein Polfünfeek und ein Poisechseck drei Eckpunkte 
gemein haben, so sind ihre acht Eckpunkte assoeiirt. Weil näm- 
lich d^ Polfünfeck mit jedem vierten Eckpunkte des Polsechsecks 
ein zweites Polsechseck bildet, so folgt dieser Satz aus dem vorigen. — 
Wenn eiu Foltetraeder und ein Poisechseck zwei Eckpunkte ge- 
mein haben, so sind ihre acht Eckpunkte assoeiirt, wie analog 
sieh ergiebt. 

78. Zwei Polsechseeke AB CD E F ani ABCD' E'F' sind einer 
Raumcurve vierter Ordnung erster Art eingeschrieben, wenn sie 
drei Eckpunkte A, B, C gemein haben. Sei nämlich D^, E^ eines 
der Punktepaare, welche mit A, B, C Polfünfecke und (Nr. 77) 
mit den Eckpunkten eines jeden der beiden Polsechseeke Gruppen 
associirter Punkte bilden. Verbinden wir (Nr. 68) die erste dieser 
Gruppen mit D' und E' durch eine Fläche zweiter Ordnung, so 
geht diese durch sieben von den acht associirten Punkten D„, E^, 
A, B, C, D' , E', F' und somit (Nr. 68) auch durch den achten F, 
ist also beiden Polsechsecken umschrieben. Diese Fläche ändert 
i. Ä. ihre Lage, wenn das Punktepaar Dg, Eg geändert wird; die 
neun Eckpunkte der beiden Polsechsecke liegen also in der That 
auf einer Raumcurve vierter Ordnung erster Art. Den besonderen 
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Fall, in welchem die neun Eckpunkte mit der Geraden D^ß^ auf 
einer Fläcbe zweiter Ordnung liegen, können wir übergehen. 

Ein Polseehseek und ein Polfdnfeck sind einer Raumcurve 
Yierter Ordnung erster Art eingeschrieben, wenn sie zwei Eck- 
punkte gemein haben. Dieser Satz wird auf den vorhergehenden 
zurückgeführt, indem man das Polfünfeck durch einen dritten Eck- 
punkt des Polsechsecks zu einem zweiten Polsecbseek ergänzt. 

79. Einer Fläche 5"^ zweiter Ordnung können oc^ Polsechs- 
ecke eines Polarsystemes ei o geschrieben werdeu, wenn sie irgend 
einem Polsechseck ÄBCDEF desselben umschrieben ist; vier be- 
liebige Punkte von $^ sind Eckpunkte von unendlich vielen dieser 
Polsechsecke, deren übrigen Eckpunkte auf einer ßaumeurve vierter 
Ordnung liegen. Sei nämlich zunächst Z)' ein beliebiger Punkt 
von *^ so ist der Ort der Punktepaare F/, F\ welche mit 
A, B, C, I>' Polsechsecke bilden, eine Fläche *f zweiter Ordnung, 
welche durch A, B, C und D' geht (Nr, 76), Wird nun für E' 
irgend ein gemeinsamer Punkt von $^ und '^l gewählt, so liegt 
auch F nicht nur auf $|, sondern zugleich auf $^. Denn weil 
E' unendlich viele Lagen annehmen kann, so sind die axiht 
Punkte ,4 £Ci>£'J'Z>'£/' nicht associirt, bestimmen vielmehr (Nr. 68) 
eine Raumcurve vierter Ordnung erster Art, welche auf allen die 
acht Punkte verbindenden Flächen zweiter Ordnung und insbe- 
sondere auf $^ liegt; diese Raumcurve aber geht (Nr. 78) auch 
durch den Punkt F'. Die vier Punkte A, B, C, D' sind also 
Eckpunkte von unendlich vielen, der Fläche $^ eingeschriebeneu 
Polseebsecken , deren übrige Eckpunkte i. Ä. mit A, B, C, D' 
auf einer Raumcurve vierter Ordnung liegen. Von einem dieser 
Polsechsecke ausgehend aber beweist man eben.fO, dass von den 
Punktquadrupeln ÄBC'D', ^B'C'D' und ^'B'C'i>' das Nämliche 
gilt, wenn A' , B' , C und D' vier beliebige Punkte von $^ 
sind, W. z. b. w. 

80, Zwei Polsechsecke ABCDEF und ABC'D'E'F' eines 
Polarsystemes sind einer Fläche zweiter Ordnung eingeschrieben, 
wenn sie zwei Eckpunkte A, B gemein haben; oder die Fläche 
$' zweiter Ordnung, welche von den zehn Eckpunkten A, B, C, 
D, -E, F, C, D\ E', F' die neun ersten verbindet, geht auch 
durch den zehnten Eckpunkt F'. Der Fläche $* können nämlich 
Polseehsecke ABC'D'EjF^ eingeschrieben werden, welche mit 
ABC'D'E'F' vier Eckpunkte gemein haben (Nr. 79); die sechs 
Eckpunkte eines solchen aber bilden rftit E' und F' acht associirte 
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Punkte (Nr. 77), und da sieben dieser Punkte auf $^ liegen, so 
geht $^ auch durch den achten Punkt F' {Nr. 68). 

81. Zwei beliebige Polfünfeeke oder ein Polfiinfeck und ein 
Polsechseck, die einen Eckpunkt gemein haben, sind einer Fläche 
zweiter Ordnung eingesehrieben; desgleichen ein Poltetraeder und 
ein beliebiges Polsechseck. Diese Sätae können leicht auf den 
vorhergehenden (Nr. 80) zurückgeführt werden, weil ein Pol- 
tetraeder mit zwei beliebigen Punkten, ein Polfiinfeck aber mit 
einem beliebigen Punkte ein Polsechseek bildet. 

Zwei räumliche Fünfecke, die einer Fläche zweiter Ordnung 
eingeschrieben sind, bestimmen i. Ä, ein Polarsystem als Polfünf- 
eeke desselben; ein Tetraeder und ein räumliches Sechseck, die 
einer Fläche zweiter Ordnung eingesehrieben sind, bilden ein Pol- 
tetraeder und ein Polsechseck eines i. A. durch sie bestimmten 
Polars jstem es. Ohne auf den Beweis dieser Sätze einzugehen, be- 
merke ich noch, dass zehn beliebige Punkte einer Fläche zweiter 
Ordnung auf 126 Arten in zwei Fünfecke und auf 210 Arten in 
ein Tetraeder und ein Sechseck zerlegt werden können und dem- 
nach 336 Polarsysteme bestimmen. 



Der Axencomplex, die Xormaleu und der Focalcomplex eiuer Fläche 
zweiter Orilnui^, 

82. Von den zu einer Ebene 5 parallelen Axen einer Fläche 
F^ zweiter Ordnung liegen die Pole auf einer Dnrchmesser ebene 
6^ von F^. Denn die Polarebenen dieser Pole sind zu den zuge- 
hörigen Axen und daher zu e normal (Seite 139), gehen also 
durch einen unendlich fernen Punkt; s^ aber ist die Polarebene 
dieses Punktes. Die Durchmesserebene Sj ist demnach allen zu e 
normalen Ebenen eonjugirt, und jeder Punkt von s, ist der Pol 
einer zu e parallelen Äxe. 

83. Der Ort der Pole aller in der Ebene s liegenden Axen 
von F^ ist eine Gerade gj, die Polare des zu e conjugirten Nor- 
malstrahles; denn die Polarebenen dieser Pole sind zu e eonjugirt 
und normal, In der Geraden e-y wird e von der Durchmesser- 
ebene s, geschnitten, deren unendlich femer Pol in den zu s 
normalen Ebenen liegt. Wenn s zu einer Symmetrieebene der 
Fläche F^ normal ist, so gilt folglich das Gleiche von s, nnd e-^. 
In der beliebigen Ebene s liegen i. A. zwei Normalen der Fläche 
F'^; die Pusspunkte derselben sind die Schnittpunkte von F^ mit 
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der Geraden e^ und können zugleich mit den beiden Normalen 
imaginär seiu oder zusammenfallen. 

84. Wenn die Ebene s um eine Gerade g sich dreht, so be- 
schreibt die Durebmesserebeue s, einen Büschel jfj, dessen Axe 
den zu g normalen Ebenen conjugirt ist; die Ebenenbüschel g, g, 
aber sind projectiv und erzeugen als Ort der Geraden ss^ oder e^ 
eine Kegel- oder Regelfläche zweiter Ordnung, jenacbdem g eine 
Axe der Fläche F" ist oder nicht. Zum Beweise diene die Be- 
merkung, dass der Pol von Sj eine unendlich ferne, zu den Bü- 
scheln g und g, projective Punktreihe beschreibt, und dass die 
G-erade g mit dem Durchmesser t/j nur einen solchen Punkt ge- 
mein haben kann, dessen Polarebene zu g normal ist. 

85. Die Pole aller mit einer Geraden g ineidenten Axeu der 
Fläche F^ liegen demnach mit g auf einer Flache G^ zweiter 
Ordnung. Dieselbe geht durch den Durchmesser von F^, welcher 
den zu g normalen Ebenen conjugirt ist, und enthält von jeder 
Symmetrieebene der F^ eine Normale (Nr. 83). Sie ist i. A, eine 
RegelflUche, und nur dann ein Kegel, wenn g eine Axe der Fläche 
F^ ist (Nr, 84); ihre Schnittlinie mit F' enthält die Fusspunkte 
aller mit g ineidenten Normalen von F^. 

86. Die Pole aller mit zwei Geraden g, k ineidenten Äsen 
der Fläche F^ liegen auf zwei Flächen ö^, H^ zweiter Ordnung 
und daher auf einer Eaumcurve vierter Ordnung erster Art (Nr, 68). 
Diese Raumcurve geht (Nr. 85) durch die unendlich fernen Pole 
der Symmetrieebenen und] durch den Mittelpunkt von F^; ihre 
Schnittpunkt^ mit F^ sind die Fusspunkte von je einer mit g 
und h ineidenten Normalen von F^. Die Geraden g und h werden 
i, Ä. von höchstens acht Normalen der Fläche F^ geschnitten, und 
zwar sind deren Fusspunkte acht associirte Punkte als die Schnitt- 
punkte von drei Flächen F^, G^, H^ zweiter Ordnung (Nr. 68). 

87. Wenn die Geraden g und h in einer Ebene e Hegen, so 
haben die beiden Flächen G^ und H^ eine Gerade e, von s ge- 
mein, und ihre Schnittlinie zerfällt in e^ und eine cubische Raum- 
curve k^. Der Ort der Pole aller in s liegenden Axen von F^ 
ist die Gerade e^ ; die Pole der übrigen mit g und k ineidenten 
Axen, derjenigen also, welche durch den Schnittpunkt P von g 
und h geben, liegen auf der Raumcurve k^. Daraus folgt: 

Die Pole aller durch einen Punkt P gehenden Axen der Fläche 
F^ liegen auf einer cubischeu Raumcurve k^ (vgl- Seite 142), 
weiche P mit den unendlich fernen Polen der Symmetrieebenen 
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und mit dem Mittelpuiikte von F^ verbindet (Nr. 86). Die Schnitt- 
pankte von ]c^ mit F^ sind die Fnsspunkte von je einer durch P 
gehenden Normalen der Fläche F^, und es giebt deren i. A. 
höchstens sechs (vgl. Nr. 86). Die Normalen einer Fläche zweiter 
Ordnung bilden also eine Strahlencongruenz sechster Ordnnng 
zweiter Classe. 

88. Zwei Normalen n, n der Flache F^ liegen nnr dann in 
einer Ebene, wenn ihre Pusspunkte P, F" auf einer Axe von F^ 
liegen (Seite 139). Nun bilden aber die durch P gebenden Äxen, 
zu denen auch n gehört, einen gleichseitigen Kegel zweiter Ord- 
nung, und nur zwei Strahlen dieses Kegels berühren F^ in P. 
Die beliebige Normale n der Fläche wird demnach von nur zwei 
der ihr anendlich nahe benachbarten Normalen «' geschnitten; 
die beiden Schnittpunkte heissen die Krüramungsmittelpunkte der 
Fläche F'^ für den Punkt P. Die beiden Ebenen, welche n mit 
jenen Nachbarnormalen n verbinden, gehen durch die beiden Äxen, 
welche P^ in dem Fusspunkte P von n berühren und heissen die 
Hanptnormalehenen von F^ im Punkte P; sie schneiden sich recht- 
winklig in », weil die beiden in ihnen liegenden Tangenten des 
Punktes P als reeiprok polare Axen der Fläche F^ zu einander 
normal sind. 

89. Die Hauptnormalebenen der Fläche F* umhüllen eine 
Fläche $* vierter Classe; durch eine beliebige Gerade g gehen 
höchstena vier von ihnen. Nämlich in den Fnsspunkten der beideu 
Normalen von P*, welche mit g in irgend einer Ebene s liegen, 
wird F^ von der Polare e^ des zu e conjugirten Nörmalstrahles e. 
geschnitten (Nr. 83); and nur dann fallen diese beiden Normalen 
zusammen und wird s eine Hauptnormal ebene, wenn Sj die Fläche 
P^ berührt, also mit e den Berührungspunkt gemein hat. Wenn 
aber e um <j sieh dreht, so beschreiben die reciproken Polaren e,, e 
im Allgemeinen zwei projective Eegelschaaren , und in diesen giebt 
es höchstens vier paar sich schneidende homologe Strahlen (I. Abth. 
S. 133). Also gehen durch g in der That höchstens vier Haupt- 
normalebenen von P^ — Es lässt sich zeigen, dass die von den 
Hauptnormal ebenen umhüllte Fläche vierter Classe der Ort der 
Krümmungsmittelpunkte von F^ ist nnd die Normalen der Fläche 
F''- doppelt berührt. 

90. Die beiden Pole E, F^ von zwei reeiprok polaren Äsen e, Cj 
der allgemeinen Fläche zweiter Ordnung P^ nenne icli „reciproke 
Pole", ihre Polarebenen e, s^ aber „reciproke Ebenen". Zu jedem 
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Punkte E des Raumes giebt es einen reciproken Pol E^ in Bezug 
auf F^, zu jeder Ebene e eine reciproke Ebene s^; die Punkte 
und Ebenen des Raumes sind involutoriacli gepaart durch die 
reciprok polaren Äxen von F^. Liegt E und damit e in einer 
Symmetrieebene y von F^, so fällt E^ mit dem unendlich fernen 
Pole von 7 zusammen; rückt E mit e unendlich fem, so wird E^ 
der Mittelpunkt von F^ bezw. der Po! des Unendlichen, Der 
Complex der Verbindungslinien reciproker Pole enthält demnach 
alle zu einer beliebigen Symmetrieebene von J*'^ normalen Geraden 
und alle Durchmesser der Fläche F^. Die reciproken Ebenen s, Sj 
sind zu einander and zu den resp. Axen e, e, eonjugirt und nor- 
mal, nud gehen durch e^ resp. e. Die Gerade ssj aebneidet dem- 
nach die reciprok polaren Äsen e und ej rechtwinklig und ent^ 
hält deren kürzesten Abstand. Sie ist die Polare der Geraden EE^, 
welche die Pole von e und e^ verbindet. AVenn e und e^ sich 
schneiden und demgemass die Fläche F^ in ihrem Schnittpunkte 
berühren, so sind e und s^ die beiden Hauptnormalebenen von .F* 
in diesem Punkte (Nr. 88), und ätj ist eine Normale der Fläche. 
Der Complex der Schnittlinien reciproker Ebenen enthält demnach 
alle Normalen von F^, ausserdem alle Geraden der Symmetrie- 
ebenen und der unendlich fernen Ebene. 

91. Wenn von den reciproken Polen E, E^ der eine sich 
auf einer Geraden y bewegt, die zu einer Symmetrieebene 7 von 
F^ normal ist, so beschreibt auch der andere eine zu y normale 
Gerade g^ ; die beschriebenen Pnnktreihen g, g^ aber sind projectiv. 
Sind nämlich P, P^ die Schnittpunkte von 7 mit den reciprok 
polaren Axen e, e^, und tc, Zj die zu 7 normalen Polarebenen 
dieser Punkte, so liegt e in tz^ und e^ in tu; und wenn e in x^ den 
Büschel P beschreibt, so beschreibt ßj in tu den zu P projeetiven 
Büschel P,. Zugleich aber bewegen sich (Nr. 83) die beiden Pole 
E, E^ von e und e^ auf zwei zu 7 normalen Geraden, wie der 
Satz behauptet. 

92. Wenn von den reciproken Polen E, E^ der eine sich 
auf einem Durchmesser d bewegt, so besehreibt auch der andere 
einen Durehmesser (?, ; die so beschriebenen Punktreihen d, dj 
sind projectiv und im Falle des Paraboloides projectiv ähnlich und 
perspectiv. Sind nämlich J), D-^ die unendlich fernen Punkte der 
reciprok polaren Axen e, e^ und 5, B^ die Dur ehm esserebenen, 
welche resp. 1) und D^ zu Polen haben, so liegt e in h^ und e^ 
in S; und wenn e in S^ den Paral leistrablenbüs eh el I> beschreibt, 
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so beschreibt e^ in 8 den zu D projectiven Parallelstrah lenbiischel -Di- 
Bei dieser Verschiebung bleiben e und e^ zwei Äsen und ihre 
Pole E, E^ beschreiben (S. 143) projective Ptmktreihen in zwei 
Durehmessern rf, c?,, wie der Satz behauptet; im Falle des Para- 
boloides aber entsprechen die unendlich fernen Geraden der Büschel 
D, Dj und die unendlich fernen Punkte von d, d, einander, und 
letztere fallen zusammen. 

93. Eine beliebige Ebene 9 ist zu unendlich vielen reciprok 
polaren Axen parallel ; dieselben bilden i. A. zwei projective 
Parallel Strahlenbüschel, die in zwei conjugirten Durchmesser ebenen-, 
liegen (Nr. 92). Jede Axe eines zu 9 parallelen Kegelschnittes 
von F^ ist nebst ihrer reciproken Polare zu 9 parallel (Seite 140). 
Die orthogonalen Projectionen dieser Axen in 9 bilden zwei pro- 
jective Parallelstrahl enb ün del , die eine gleichseitige Hyperbel er- 
zeugen; die Geraden der kürzesten Abstände dieser reciprok polaren 
Axen liegen folglich auf einem gleichseitigen hyperbolischen Cylinder 
und sind zu 9 normal. Eine Ausnahme tritt ein, wenn 9 zu einem 
Kreise von F' parallel ist. In diesem Falle nämlich ist 9 zu zwei- 
fach unendlich vielen reciprok polaren Axen parallel, welche den 
zu 9 conjugirten Durchmesser schneiden; und die zu 9 normalen 
Geraden der kürzesten Abstände dieser Axen bilden nicht blos die 
Strahlen einer Cy linderfläche , sondern diejenigen eines Bündels. 

94. Die unendlich fernen Punkte reciprok polarer Axen bilden 
die Punktepaare eines quadratisch involutorischen Feldes. In dem- 
selben sind zwei unendlich ferne Punkte einander zugeordnet, 
wenn sie in zwei normalen Richtungen liegen und bezüglich der 
Fläche F^ conjugirt sind; den Punkten einer unendlich fernen 
Geraden sind folglich diejenigen eines unendlich fernen Kegel- 
schnittes zugeordnet, welcher durch die Pole der Symmetrieebenen 
geht. Die Schnittpunkte reciprok polarer Axen mit einer beliebigen 
Symmetrieebene 7 bilden ebenfalls Punktepaare eines quadratisch 
involutorischen Feldes; in diesem sind je zwei Punkte einander zu- 
geordnet, die in Bezug auf F^ und bezüglich des in y liegenden 
Focalkegelsehnittes von F^ conjugirt sind. 

95. Wenn von den reciproken Polen E, E^ der eine sich in 
einer Ebene 9 bewegt, die zu zwei Symmetrieehenen y, y^ und 
damit zu einer Hauptaxe YYi ^'^^ ^^ normal ist, so beschreibt 
auch der andere eine zu dieser Hauptaxe normale Ebene 9, . (Folgt 
aus Nr. 91.) Die zu der Hauptaxe normalen Ebenen bilden eine 
Involution; und zwar können je zwei einander zugeordnete Ebenen 
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dieser Involution ebenso wie 9 nuil 9^ durch zwei reciproke Pole 
beschrieben wei-den. (Folgt aus Nr. 91 iind 92.) Die unendlich 
ferne Ebene ist in dieser Involution der zur Hauptaxe 7Y1 normalen 
dritten Symmetrie ebene (Nr. 90), im Falle des Paraboloides aber 
sich .selbst zugeordnet. 

96. Wenn einer der reeiproken Pole E, E^ eine Durch- 
messerebene besehreibt, die zu einer Symmetrieebene 7 normal ist, 
80 besehreibt auch der andere eine zu '{ normale Dnrchmesser- 
ebene; die zu y normalen Durchmesserebenen sind auf diese Art 
paarweise einander zugeordnet und bilden eine Involution, (Folgt 
aus Nr. 91 nnd 92.) Im Falle der centriseheu Fläche zweiter 
Ordnung fällt die Äxe dieser Ebenen-Involution mit der zu y nor- 
malen Hauptaxe zusammen, im Falle des Paraboloides liegt sie 
unendlich fern in der anderen Symmetrie-Ebene y^. Im letzteren 
Falle ist 7, der unendlich fernen Ebene zugeordnet, im erstereu 
sind die beiden von y verschiedenen Symmetrie- Ebenen einander 
in der Involution zugeordnet (Nr. 90). 

97. Die Paare reciproker Pole E, E, werden also, wenn die 
Fläche F^ zweiter Ordnung einen Mittelpunkt hat, aus jeder der 
■drei Hauptaxen und ihrer drei Polaren durch Ebenenpaare einer 
Invojution projicirt. In drei dieser Involutionen sind je zwei der 
drei Symmetrie ebenen einander, in den drei übrigen ist je eine 
.Symmetrieebene der unendlich fernen Ebene zugeordnet. Das Pro- 
dukt der Abstände reciproker Pole von einer beliebigen Symmetrie- 
ebene ist folglich constant (vgl. I. Abth. S. 152); die rechtwink- 
ligen Coordinaten x, y, z und Xj, i/^, z^ dieser Pole bezüglich der 
drei Symmetrieebenen genügen drei Gleichungen; 

^■» _ ViV _ ^1^ _ , 

Ä"' B ~ C ~ ' 

worin A, B, C Constante bezeichnen. Die reeiproken Pole aind 

conjugirt in Bezug auf zweifach unendlich viele Flächen zweiter 

Ordnung; die Gleichung dieser Flächen ist: 

and zwar bezeichnen darin X und \s. zwei wiilkürliche Parameter. 
Sechs dieser Flächen zerfallen in die reellen oder imaginären Dop- 
pelebenen jener sechs Involutionen. Eine genauere Untersuchung 
lehrt, dasa in reelle Ebenen nur drei dieser Flächen zerfallen, wenn 
die Fläche F^ ein Ellipsoid oder ein zweischaliges Hyperboloid ist, 
und nur zwei, wenn F^ ein einschaliges Hyperboloid oder imaginär ist. 
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Die Paare reciproker Ebenen s, s^ werden von jeder der drei 
Hauptaxen und ihrer drei unendlich fernen Polaren in Punkte- 
paaren einer Invohition geschnitten. Dieses folgt aas dem Vor- 
hergehenden, weil e und s, die Polarebenen von zwei reciproken 
Polen E, E^ sind. Die reciproken Ebenen sind conjugirt in Be- 
zng auf zweifach unendlich viele Flächen zweiter Classe, von denen 
sechs in je zwei reelle oder imaginäre Punkte, nämlich in die 
Doppelpunkte von je einer der sechs Punktinvolutionen zerfallen. 

98, Ist die Fläche F^ ein Paraboloid, so werden die Paare 
reciproker Pole E, E^ aus der Hauptaxe, ihrer unendlich fernen 
Polare und den unendlich fernen Geraden der beiden Symmetrie- 
Ebenen durch Ebenenpaare je einer Involution projieirt. In der 
ersten dieser vier Involutionen sind die beiden Symmetrieebenen 
einander zugeordnet, die zweite hat eine unendlich ferne Doppel- 
ebene, in der dritten und vierten ist die unendlich ferne Ebene 
je einer der Symmetrieebenen zugeordnet. Die Verbindungsstrecken 
reciproker Pole werden alle von einer zu der Hauptaxe normalen 
Ebene gehälftet, nämlich von der anderen Doppelebene der zweiten 
Involution. Die Coordinaten der reciproken Pole E, Ej bezüg- 
lich drei normaler Ebenen, von denen zwei mit den Symmetrie- 
Ebenen zusammenfallen, genügen demnach drei Gleichungen:. 



worin A, S, c Constante bezeichnen. Die reciproken Pole sind 
conjugirt bezüglich zweifach unendlich vieler Paraboloide, welche 
durch die Gleichung: 

^ + X ^ + l' V =' + >• + 1' 

dargestellt werden. Vier dieser Paraboloide zerfallen in je zwei 
Ebenen, nämlich in die Doppelebenen von je einer der vier In- 
volutionen. 

Die Paare reciproker Ebenen i, e^ werden von den Axen der 
vier Ebenen-Involutionen in Punktepaaren je einer Involution ge- 
schnitten, insbesondere von der Hauptaxe des Paraboloides in den 
Punktepaaren einer symmetrischen Involution, die einen unendlich 
fernen Doppelpunkt hat. Die reciproken Ebenen sind conjugirt 
bezüglich zweifach unendlich vieler Paraboloide, von denen vier 
in je zwei Punkte, nämlich in die reellen oder imaginären Doppel- 
punkte von je einer der vier Punktinvolutionen zerfallen. 

99. Wenn der eine der reciproken Pole E, E^ eine beliebige 
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Gerade g oder Ebene 9 beschreibt, 30 besehreibt der andere eine 
zu g projective eubische Raumenrve g\ resp. eine auf 9 Pnukt 
für Punkt abgebildete Fläche F\ dritter Ordnung. Die reciproken 
Pole werden ja aus gewissen drei unendlich fernen Greraden und 
aus den Hauptaxen durch Ebenenpaare von Involutionen proji- 
cirt, und wenn der eine Pol die Gerade g durchläuft, so beschrei- 
ben folglich die Ebenen dieser Paare lauter projective Ebenen- 
biischel, welche theils zu der Pnnktreihe g perspectiv sind, theils 
die eubische Ranmeurve fj\ erzeugen. Diese Raumcurve geht durch 
die unendlich fernen Pole der Symmetrieebenen und durch den 
Pol des Unendlichen (Nr. 90). Die Fläche F\, deren Punkt« den- 
jenigen einer Ebene tp reciprok sind, hat mit der beliebigen Ge- 
raden y höchstens drei Punkte gemein, weil von^f höchstens drei 
Punkte in tp liegen; sie ist also wirklieh von der dritten Ordnung. 
Die Pole der Symmetrieebenen und der unendlich fernen Ebene 
sind Doppelpunkte von F\ \ jedem derselbeu sind die Punkte einer 
Geraden von 9 reciprok (Nr. 90). 

100. Die Ebene 9 schneidet die Fläche F\ in einer Curve 0^ 
dritter Ordnung, dereu Punkte paarweise reciproke Pole sind. Sie 
hat mit den ■x.'^ Flächen zweiter Ordnung, in Bezug auf welche 
je zwei reciproke Pole conjugirt sind (Nr. 97), die Kegelschnitte 
eines Netzes gemein, weil die reciproken Pole auf C^ auch bezüglich 
dieser Kegelschnitte conjugirt sind und folglich die Punktepaare 
einer Schaaraehaar von Kegelschnitten bilden (vgl. I. Abth. S. 238). 
Auf (7* liegen die Doppelpunkte aller Strahlenpaare des Netzes 
(I. Abth. S. 239); in jedem Punkte von fß berührt die Eljeue 9 
eine jener Flächen zweiter Ordnung, indem sie dieselbe in einem 
Strahleupaare schneidet, Diese Strahlenpaare umhüllen eine Curve 
r' dritter Classe; jede Tangente von T^ aber schneidet die Kegel- 
schnitte des Netzes in Punktepaaren einer Involution, deren Dop- 
pelpunkte auf 6" liegen und zwei reciproke Pole sind (vgl. I. Abth. 
S. 238, 239). Die Verbindungslinien reciproker Pole in 9 um- 
hüllen die Curve F* dritter Classe. 

101. Die Verbindungslinien reciproker Pole E, -E, bilden dem- 
nach einen cubischen Strahlencomplex uud sind die Geraden der 
oc^ Flächeu zweiter Ordnung, in Bezug auf welche je zwei reci- 
proke Pole conjugirt sind. Dieser Complex enthält alle Durch- 
messer der gegebenen Fläche F^ und alle zu je einer Symmetrie- 
ebene vou F'' normalen Geraden (Nr. 90), ausserdem alle Geraden 
der Ebenen paare, in welche je eine der oc^ Flächen zweiter Ord- 
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rniüg zerfällt. Die Complexkegel der Punkte diesev i. A. sechs 
paar Ebenen zerfallen in die betreffende Ebene und je einen Kegel 
zweiter Ordnung. 

102. Die Schnittlinien reeiproker Ebenen s, s, bilden gleich- 
falls einen eubisehen Strahlencomplex, welcher zu dem eben be- 
sprochenen reeiprok polar ist in Bezug auf F^. Sie sind die Ge- 
raden der oc^ Flächen zweiter Classe, in Bezug auf welche je zwei 
reeiproke Ebenen conjugirt sind. Nun siud aber je zwei reciproke- 
Ebenen s und s^ normal und bezüglich der Fläche F^ conjugirt 
(Nr. 90); sie sind deshalb auch conjugirt bezüglich aller zu F^ 
confoealen Flächen zweiter Classe (Seite 153). Der cubische Com- 
ples enthält daher auch die Geraden dieser confoealen Flächen, 
also alle Focalaxen der Fläche F\ Er wird von Herrn Waelsch*), 
der ihn zuerst untersucht hat, der „Focaleomples" der Fläche F^ 
genannt. Der cubische Focalcomplex besteht aus den Geraden, 
welche je zwei reeiprok polare Äxen e, Cj rechtwinklig schneiden 
(Nr. 90). Er enthält alle Geraden der iinendlieh fernen Ebene 
und der Symmetrie ebenen von F^ und hat ausser ihuen die Nor- 
malen von F^ mit dem quadratischen Axencomplex dieser Fläche 
gemein (Nr. 90). Die Normalen von F^ bilden, wie hieraus wieder 
sich ergiebt, eine Congruenz zweiter Classe sechster Ordnung. 

103. Der Focalcomplex enthält die Normalen jeder Kreis- 
schnittebene von F^ (Nr. 93), überhaupt aber die Strahlen von 
sechs paar Punkten, von denen die drei Hauptaxen und ihre un- 
endlich fernen Polaren je ein Paar enthalten (Nr. 97). Im Falle 
des Ellipsoides oder des zweischaligen Hyperboloides sind sechs 
dieser zwölf Punkte imaginär, in den sechs übrigen aber schneiden 
sieh je zwei von den Normalen der vier reellen Kreispunkte der 
Fläche (Waelsch). In der That gehen durch jede der Kreispunkt- 
Normalen unendlich viele Paare reeiproker Ebenen 6, Ej (vgl. Nr. 90); 
dieselben haben mit den beiden Hauptaxen, welche die Normale 
sehneiden, und mit der Polare der dritten Hauptaxe je einen der 
zwölf Punkte gemein (Nr. 98), und durch jeden dieser drei Punkte 
geht eine der drei übrigen Kreispunkt-Normalen. Jede Gerade s, 
■welche zwei Gerade g, h der Fläche F^ rechtwinklig schneidet,, 
liegt in dem Focalcomplex (Waelsch). Denn die beiden von den 
Ebenen s<f und sh gebildeten Pläehenwinkel werden von zwei con- 



*) Waelsch, über das Normalensystem u. s. w. in Nova Acta dei- 
Leopotd.,- Carolin. Atad. der Naturforscher, 1888, Bd. LH. 
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jugirten normalen Ebenen halbirt, deren conjugirte Normalstrablen 
e, e^ durch g nnd k barinoniscli getrennt und reciproke Polaren 
sind; die Gerade s aber schneidet e und e, rechtwinklig. 



Tersctti«biiii^$sehuen uqi] Hanptaxe con^nenter Räume nnd das 
zngeliörlge NuIIsjstem. 

104. lieber die Verschiebungen eines starren Korpers hat 
1860/61 der grosse französische Synthetiker Cbasles*) eine Reihe 
höchst wichtiger Sätze veröffentlicht. Nach Chasles ist durch eine 
beliebige Ortsänderung des Körpers ein Nullsystem bestimmt; die 
Ortsändernng bann bewirkt werden durch eine Drehung um die 
Hauptase des NuUsjstemes und durch eine Schiebung in der Rich- 
tung der Hauptaxe, sie kann also auch hervorgebraebt werden 
durch eine Schraubenbewegung des Körpers am die Hauptaxe. 
Die „Verschiebungssehnen" der Punkte des Körpers, d. h. die 
Strecken, welche von der Anfangs- und der Endlage je eines dieser 
Punkte begrenzt werden, haben folglich gleich lange rechtwink- 
lige Projectionen auf der Hauptase nnd werden aus der Haupt- 
axe durch gleiche Flächenwinkel projicirt. In dem Nullsysteme 
ist der Halbirungspnnkt einer beliebigen Verschiebungsaehne der 
Nullpunkt der Ebene, welche in ihm zu der Sehne normal ist. 
Die Geraden, welche je eine Versehiebungssehne rechtwinklig hal- 
biren, sind die Leitstrahleu des Nullsystemes, bilden also einen 
linearen Complex. In den folgenden Nnmmeni geben wir den Be- 
weis dieser und anderer Sätze von Chasles**). 

105. Zwei eongruente Räume ^i, Sg haben ihre unendlich 
ferne Ebene entsprechend gemein, da die unendlich fernen Punkte 
ihrer homologen Geraden und Ebenen einander entsprechen. Sie 
sind der Lage nach bestimmt, wenn von ihnen zwei eigentliche 
homologe Dreiecke Ä^BiC^ und A^B^C^ gegeben sind. Werden 

*) Ciaslea, Propri^tfe relatives au Deplacement fini qoelconque, daca 
l'eapaee, d'une figure de forme invariable (Comptes Eendus T51, 52). Vgl. 
auch Chasles, Proprietös geometriques relatives au mouvement infiniment 
petit d'un corpa solide libre dans l'eapaee (Comptes Rendus T 16 p. 1420—42, 
Juni 1843). 

**) Eine andere Begründung dieser Sätze gab Brjsse 1870—1875 (in 
Liouville, Journal de Matliömatiques, 2"' S^rie T 15 und 19, 3°" Sörie T 1), 
eng an Chasles sicli anschlieesend. Das Nullajstem wird auch von Schoen- 
flies in seiner „Geometrie der Bewegung in sjBthetiaoher Darstellnng" 
(Leipzig 1SS6) nachgewieaen. 
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die homologen Punkte dieser congruenten Dreiecke zur Deckung 
gebracht, so fallen zugleich je zwei homologe Punkte der con- 
gruenten Räume zusammen. Wenn irgend zwei eigentliche Punkte 
j4j, ß, des einen Raumes mit den ihnen entsprechenden Punkten 
des anderen zusammenfallen, so haben die beiden Räume alle 
Punkte der Geraden ^^i^i entsprechend gemein; der eine Raum 
geht dann durch eine Drehung um Äj^Bj in den anderen über 
und wird mit ihm identisch. 

106. Die homologen Felder A^B^Cj und ÄgB^C^ der con- 
gruenten Räume 2^, 2^ sind perspectiv und Schnitte eines Paral- 
lel strahlenbündels, wenn die Geraden AjA^, B^B^ und C^C^ paral- 
lel sind. Werden nämlich die Punkte des ersteren Feldes durch 
zu ^1.^2 parallele Strahlen auf die Ebene des letzteren projicirt, 
so erhält man in dieser ein zu A^B^C^ collineares Feld, welches 
mit dem Felde A^B^C^ ein eigentliches Dreieck und eine unend- 
lich ferne Gerade entsprechend gemein hat und folglich mit ihm 
identisch ist. Sind die Ebenen A^B^C, und A^B^C^ parallel, so 
kann der Raum 2, durch eine Schiebung in der Richtung jener 
parallelen Strahlen mit 2^ identisch gemacht werden; die con- 
gruenten Räume haben in diesem Falle ihre unendlich fernen 
Punkte entsprechend gemein und sind perspectiv. Sind die Ebenen 
^i-BiC, und A^ß^C^ nicht parallel, so haben ihre Felder eine 
eigentliche Punktreihe h entsprechend gemein, und der Raum 2^ 
kann dann durch eine Drehung um die Gerade h mit 2^ iden- 
tisch gemacht werden (Nr. 105). 

107. Die endliche Strecke A^A^, welche einen beliebigen 
Punkt A-j von 2j mit dem entsprechenden Punkte A2 von 2^ 
verbindet, möge die „Versehiebungssehne " von A^ heissen. Legt 
man durch einen Punkt Parallelen zu den Verschiebnngssehnen 
aller Punkte des Raumes 2^, so bilden diese Parallelen i. A. einen 
Strahlenbündel ; sie könuen aber in besonderen Fällen einen Strahlen- 
büschel bilden oder alle zusammenfallen. 

Wenn sie zusammenfallen, so liegen die Verschiebungssehnen in 
parallelen Geraden, die congruenten Räume 2^, 2^ aber haben jede 
dieser Geraden entsprechend gemein und folglich perspective Lage. 
Durch eine Schiebung in der Richtung dieser Parallelen kann 
■dann 2^ mit 2^ identisch gemacht werden. Sind die Verschie- 
bungssehnen nicht zu einer Geraden, wohl aber zu einer Ebene 9 
parallel, so haben 2; und 2^ jede zu 9 parallele Ebene entspre- 
chend gemein, weil eine solche Ebene die Verschiebungssehnen 
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aller ihrer Punkte und damit unendlich viele Paare homologer 
Punkte enthält. Die Verschiebungssehnen der Punkte einer be- 
liebigen Geraden u\ sind, wie wir gleich (Nr. 108) beweisen werden, 
den Strahlen eines in 9 liegenden Büschels parallel, und die 
Grerade % enthält folglich einen Punkt, dessen Verschiebungs- 
sehne za einer gegebenen Geraden l von 9 parallel ist. Es giebt 
demnach in Sj unendlich viele, nicht in einer Geraden liegende 
Punkte, deren Verschiebungssehnen zu l parallel sind. Bezeichnen 
A^A^, BiB^, CjCj drei beliebige dieser Sehnen, so haben die ho- 
mologeu ebenen Felder A^BjC^ und A^B^C^ von 2^ und S^ per- 
spective Lage und eine Punktreihe h entsprechend gemein (Nr. 106); 
der Raum Sj kann also durch eine Drehung um k mit -^^ iden- 
tisch gemacht werden, und k ist zu cp normal. 

Dieser Fall tritt auch dann ein, wean die congruenten Räume 
einen eigentlichen Punkt C entsprechend gemein haben. Denn 
verbindet man C mit den Endpunkten von zwei parallelen Ver- 
schiebungssehnen A^A^ und Bi-Bg durch die homologen Felder 
A^B^^C und A^B^C, so sind diese wiederum perspectiv. Zwei con- 
gruente Räume haben demnach entweder keinen eigent- 
lichen Punkt oder eine Punktreihe h entsprechend ge- 
mein, und können im letzteren besonderen Falle durch eine 
Drehung um die Gerade k in einander übergeführt werden. 

108. Zwei homologe Punktreihen w^^, tc^ der congruenten 
Bäume erzeugen i. A, eine parabolische Regelschaar oder, wenn 
sie in einer Ebene liegen, die Tangenten einer Parabel. Die Ver- 
schiebungssehnen der Punkte einer Geraden 'H\ sind deshalb i. A. 
nicht einer Geraden, sondern den Strahlen eines Büschels erster 
Ordnung parallel (i. Ahth. S. 123). Wenn u-i sich dreht um 
einen Punkt und in 2^ eine Ebene t]^ beschreibt, so dreht sich 
i. Ä. die Ebene des Büschels 0, dessen Mittelpunkt wir festhalten, 
um einen Strahl von 0, und der Büschel beschreibt den Bändel 0. 
Die Verschiebungssehnen der Punkte einer beliebigen Ebene ■>ii 
sind also i. A. den Strahlen eines Bündels parallel, sodass 1^1 
einen Punkt enthält, dessen Verschiebungssehue zu einem ge- 
gebenen Strahl / von parallel ist. Vertauscht mau ■^i mit 
anderen Ebenen, so ergiebt sich, dass unendlich viele zu l paral- 
lele Verschiebungssehnen A^A^, B^B^ ... existiren. 

Die Endpunkte von zwei dieser parallelen Sehnen begrenzen 
zwei homologe und folglich gleiche Strecken A^B^ und A^B^ der con- 
gruenten Räume. Sie sind also die Eckpunkte entweder eines Paral- 
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lelogrammes oder eines gleichsclienkligeiiParalleltrapezesjlj.Bi-B2^3; 
die coügruenteü Punktreihen AjB^ and Ä^B^ aber sind perspectiv 
und Schnitte eines Büschels paralleler Strahlen. Im Falle des 
Paralleltrapezes bähen diese Punttreihen und damit die Räume 2^ 
und 2^ einen eigentlichen Punkt entsprechend gemein, ond 2j 
kann durch Drehung um eine gewisse Gerade h mit 2^ identisch 
gemacht werden (Nr. 107); da aber dann die Verschiebungssebnen 
alle zn h normal nnd zn einer Ebene parallel sind, so ist dieser 
Fall einer der früher besprochenen speciellen. Im Allgemeinen. 
ist AiB^B^A^ ein Parallelogramm, die congruenten und perspec- 
tiven Punktreiheu AjB^ und A^B^ aber sind gleichlaufend pro- 
jectiv und haben ihren unendlich fernen Punkt U entsprechend 
gemein. 

109. In zwei congruenten Räumen Sj, S^ giebt es demnach 
allemal homologe Punktreiben m^, m^, die einen unendlich fernen 
Punkt ü entsprechend gemein haben und gleichlaufend projectiv 
sind. Wenn insbesondere alle Verschiebungssehnen zu einer Ge- 
raden rj oder zu einer Ebene 9 parallel laufen, so ist u^ eine be- 
liebige resp, eine zu 9 normale Gerade (vgl. Nr. 107). 

Wegen der Congruenz von 2^ und S^ entsprechen die zu m, 
und «2 normalen Ebenen paarweise einander; diese homologen 
Ebenen aber haben, da sie die Geraden w^, «2 iii congruenten und 
gleichlaufenden Punktreihen sclmeiden, einen coustanten Abstand 2^. 
Jede Verschiebnngssebne liegt zwischen zwei zu m^ normalen ho- 
mologen Ebenen von 2, und S^; die rechtwinkligen Projectionen 
der Verschiebungssebnen auf den zu Mj und m^ parallelen Geraden 
haben folglich die constante Länge 21. Daraus ergiebt sieh fol- 
gender Satz von Chasles: Zieht man von einem Anfangspunkte O 
aus Strecken, welche den Verschiebungssehnen parallel und gleich 
sind, so liegen deren Endpunkte auf einer Ebene, die von den 
Constanten Abstand 21 hat; und jede zu dieser Ebene normale 
Gerade u^ von 2, ist der entsprechenden Geraden «g von 2^ 
parallel und gleichlaufend congruent. 

110. Wird der Raum 2, in der Richtung dieser parallelen 
homologen Geraden %, u^ verschoben, bis die zu u^ normalen 
homologen Ebenen von 2j und 2^ zusammen fallen, so werden 
alle Verschiebungssebnen zu diesen Ebenen parallel; 2i kann so- 
dann durch Drehung um eine Ase h, die zu den Ebenen normal 
und daher zu Wj parallel ist, mit 2^ identisch gemacht werden 
(Nr. 107). Als Gerade von 2, ändert die Äxe h weder bei dieser 
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Drehung noch bei jener zu Mj parallelen Schiebung ihre Lage; 
sie fällt nach und vor diesen Ortsänderungeu mit der ihr ent- 
sprechenden Geraden von 2^ zusammen und ist der Tri^er von 
zwei homologen, gleichlaufend congruenten Punktreihen der beiden 
Räume, 

Zwei congruente Ränme 2^, 2^ haben demnach allemal eine 
und i, A. nur eine eigentliche Gerade h entsprechend gemein, 
auf welcher zwei homologe, gleichlaufend congruente Punktreihea 
der Ränme liegen.*) Durch eine Schiebung in der Richtung von 
h und eine Drehung um h kann S^ mit S^ identisch gemacht 
werden. Die rechtwinkligen Projeetionen der Verschiebungssehnea 
auf dieser „Hauptase" h sind von gleicher Länge 21, nnd die 
Verschiehungssehneu werden ans der Hanptaxe h durch gleich 
grosse Winkel 2), projicirt, und zwar ist 21 die Grösse jener Schie- 
bung und 2X der Winkel der Drehung um h. 

Verschiebungssehnen von gegebener Richtung haben {Nr. 109) 
gleiche Lange und liegen zwischen zwei homologen, zu h paral- 
lelen Geraden. Alle Verschiebungssehnen von gegebener Länge 
bilden mit der Richtung von h gleiche Winkel, ihre Endpunkte 
liegen auf einem geraden Cylinder, welcher h zur Rotationsaxe hat, 
und sie haben von k gleichen Abstand. Wenn der Drehungs- 
winkel 2X zwei Rechte beträgt, werden alle Verschiebungssehnen 
von der Hanptaxe h halbirt. 

111, Die congruenten Räume 2j, S^ haben die Hanptaxe k, 
die unendlich ferne Ebene, den unendlich fernen- Punkt U von h 
und die unendlich ferne Gerade v der zu h normalen Ebenen ent- 
sprechend geraein; i. A. fallt kein anderes reelles Element der 
Räume mit seinem entsprechenden zusammen. Nur wenn der 
Drehungswinkel 2X Null ist oder zwei Rechte beträgt, haben Sj^ 
und 2^ alle ihre unendlich fernen Punkte resp. die unendlich 
ferne Punktreihe v entsprechend geraein; und wenn die Schiebungs- 
strecke 21 Null ist, haben 2 und 2j alle Punkte der Hanptaxe h 
entsprechend gemein. 

Ans dem Vorhergehenden ei^ebt sich folgende Construction 
der Hauptaxe h, wenn zwei beliebige homologe Dreiecke A^Bj^Ci 

') Einen anderen Beweis von der Existenz dieser „Doppellinie" h findet 
man in SchelTs Theorie der Bewegung und der Kräfte, 2. Anfl. Bd. 1 S. 156, 
Lpz. 1879. Vgl auch Herrn H. Wiener's Abhandlung „Zur Theorie der 
ümwendungen" in den Berichten der math.-phya. Classe ier Sachs. Gesell- 
Bchaft der Wissensct., 1890. 
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uad ^göjQ der Räume gegeben sind. Von einem Punkte aas 
ziehen wir die Strecken OA, OB, OC so, dass sie den resp. Ver- 
ecMebungssehnen A^A^, -81-63, '^i'^a parallel and gleich sind, and 
errichten aaf der Ebene ABC eine Normale n; dann ist n zu 
der gesuchten Haaptaxe k parallel. Die drei paar homologen 
Punkte ^1^2, Bi-ßa, CjC.^ liegen auf drei paar za h und fi 
parallelen homologen Strahlen ajO^, h^b^^ c^c^ der Räume 2^, 2^; 
\ind wenn 2^ um den Winkel 2X um h gedreht wird, fallen 
a^, h^, c, mit resp. %, b^, c^ zusammen (Nr. HO). Die drei 
Ebenen, in Bezag auf welche je eine der drei Geraden a^, b^, c^ 
zu der gleichnamigen %, b^ resp. c^ symmetrisch liegt, schneiden 
sich folglieh in der Hauptaxe h. Die Hauptaxe wird rechtwinklig 
geschnitten von den drei Geraden, welche in den Halbirungs- 
punkteu der Strecken ^i^g, -B1S21 '^iQ '•" <^™ ^'^^P- Ebenen 
«jOa, b^b^, CjCa normal sind, and kann aach mit deren Hülfe 
construirt werden. 

112. Zwei homologe Punktreihen der congruenteu Ränme 
liegen in dem allgemeinen Falle nur dann perspectiv, wenn sie 
den unendlich fernen Punkt U enthalten, also zur Hauptaxe k 
parallel sind; die Verbindungsstr ecken ihrer homologen Punkte 
sind alsdann parallel uud werden von einer zu h parallelen Ge- 
raden halbiit. Zwei homologe Punktreihen u\, JCj erzeugen i, A. 
eine parabolische Regelschaar oder, falls sie in einer Ebene liegen, 
die Tangenten einer Parabel. Nun werden aber die Strahlen einer 
parabolischen Schaar von deren Leitstrahlen, und beliebige Tan- 
genten einer Parabel von den übrigen Tangenten proportional 
getheilt. Die von u\ and jc^ begrenzten Verschiebungssehnen 
der Punkte von tCj werden folglich durch eine der Leitgeraden 
oder Tangenten halbirt. Diese „Mittellinie" w der homologen 
Geraden ti\, tv^ liegt in einer zu Wj und w^ parallelen Ebene 9, 
von welcher w;, und w^ gleichen Abstand haben. Die rechtwink- 
ligen Projectionen von u\ und ii\ auf 9 bilden mit w gleiche 
Winkel and erzeugen die Tangenten einer Parabel, welche w zur 
Scheiteltangente hat (vgl. Nr. 114). 

113. Wenn also ein Punkt A^ des Raumes Sj eine Gerade 
beschreibt, so beschreibt nicht nur der homologe Punkt A^ von 
Sg, sondern auch der Halbirungspunkt A der Strecke Aj^A^ eine 
entsprechende Gerade. Die Halbiruugspunkte der Verschiebungs- 
sehnen aller Punkte von Sj bilden demzufolge einen zu 2j and 
Sg affinen Raum 2, wenn wir den Specialfall, in welchem der 
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Drehungä winke! 2\ zwei Rechte beträgt und alle Verschiebnngs- 
sehnen von der Hauptaxe halbirt werden, ausacbliessen. Ist die 
affine Verwandtschaft von 2^ und 2 durch zwei homologe Tetra- 
eder oder sonstwie gegeben, so lassen sich zu jedem Punkte A 
von 2 die homologen Punkte A^, A^ von Sj und 2g eonstruiren; 
damit aber ist die von A halbirte Verschieb ungssehne A^Ä^ 
bestimmt. 

Die von A auf die Hauptaxe h gefällte Normale ist auch zu 
der Verschiebungssehne AjA^ normal (Nr. 111), enthält also den 
kürzesten Abstand von Aj^A^ und h. Die Strecken, welche je 
zwei homologe Punkte A^, A von Sj und 2 verbinden, werden 
aus der Haaptaxe durch gleiche Winkel >. projicirt (Nr. 110); ihre 
rechtwinkligen Projeetionen auf der Hauptaxe haben gleiche Länge /, 
und die Abstände der homologen Punkte A^, A von der Hauptaxe 
verhalten sich wie 1 : cosX. Die affinen Räume 2,, 2 haben, wie 2, 
und 2j, die Hauptaxe A, die unendlich ferne Ebene und in dieser den 
Punkt U und die Gerade v entsprechend gemein. Ihre affine 
Verwandtschaft ist u. A. bestimmt durch die Hauptaxe und zwei 
beliebige homologe Punkte A,, A. 

114. Seien wieder ti\, w^ zwei homologe Gerade der con- 
grueuten Räume 2,, ^^, und sei tv die Gerade von 2, welche 
die Verbind ungsstreeken homologer Punkte von Wj und Wj halbirt. 
Da diese Strecken auf den Strahlen einer parabolischen Regel- 
schaar liegen, so sind sie zn einer Ebene t, parallel. Die Ge- 
raden «'i und Wjj bilden mit t\ gleiche Winkel; denn die Ebene i} 
begrenzt mit jeder zu ihr parallelen Ebene auf it\ und w<j zwei 
homologe nnd somit gleiche Strecken, and die Sinns jener Winkel 
siud folglich gleich. Die rechtwinkligen Projeetionen w\, w\ 
von !(-'i und ?% in der Ebene t\ sind demnach congruent und er- 
zeugen die Tangenten einer Parabel; nnd zwar ist jede dieser 
Tangenten von einem zu ihr parallelen Strahle der parabolischen 
Regelschaar die rechtwinklige Projecfcion. Die Projection w von w 
auf V] halbirt daher die Verbindungsstrecken homologer Punkte 
von w'i und w\ ; sie halbirt insbesondere die gleichen homologen 
Strecken, welche der Schnittpunkt von w\ nnd i(!\ mit den beiden 
ihm entsprechenden Punkten begrenzt, bildet also mit w\ und ib\ 
ein gleichschenkliges Dreieck und ist {vgl. I. Abth. S, 112) die 
Scheiteltangente der Parabel. 

115. Errichtet man auf den Tangenten der Parabel in ihren 
Schnittpunkten mit der Scheiteltangente iv Normalebenen, so 
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geben diese durch den Brennpunkt Fder Parabel (T. Abth. S. 162) 
und sehneiden sich in der Geraden w'\ welche in V zu der Parabel- 
ebene t\ normal ist. Aber jede Parabeltangente t ist zu einer 
Verbindungsstrecke A^A^ homologer Punkte von w^ nndiPj parallel 
(Nr. 114); und ihre Normalebene im Punkte tic ist aach zu A^^A^ 
normal in dem auf w liegenden Halbirungspunkte A der Strecke, 
weil ixv die rechtwinklige Projection von A ist. Daraus folgt: 

Die Ebenen der Geraden n" sehneiden je eine Verbindungs- 
strecke A-^A^ homologer Punkte von w^ und w^ rechtwinklig in 
deren Halbirungspunkte .4; je zwei homologe Punkte von Wi und 
Wj haben gleichen Abstand von ?r" und liegen in einer zu »■" 
normalen Ebene. AVenn der Halbirungspunkt A einer veränder- 
lichen VerschiebuHgssehne A-^A^ die beliebige Gerade v) beschreibt, 
so dreht sieh die in ihm zu A^A^ normale Ebene a um eine Ge- 
rade w" . Wenn der Punkt A den Raum S durchläuft, so be- 
schreibt folglieh die Ebene a einen zu 2 reeiproken Raum, welcher 
mit S ein Nullsystem bildet (Seite. 167). 

116, Die beiden congruenten Räume 2^, 2^ bestimmen also 
wirklich ein Nullsystem (vgl. Nr. 104), und zwar ist der Halbiruiig.=- 
punkt einer beliebigen Verschiebungssehne A^A^ der Nullpunkt 
der in ihm zu A^A^ normalen Ebene. Zu den Leitstrahlen des 
Nullsystemes gehören alleGeradeu, welche irgend eine Versehiebungs- 
sehne rechtwinklig halbiren, also durch einen Punkt gehen und 
in dessen Nullebene liegen. Die Hauptaxe h von S^ und Sg ist 
zugleich die Hauptase des Nuilsystemes ; denn jeder Punkt von /i 
ist Halbirangspunkt einer in h liegenden Versehiebungssehne und 
hat folglich eine zu h, normale Nullebene. 

Seien «^ und a die Parallelen zu h durch resp. A^ und A^ 
ferner r und d die Abstände des Punktes A von resp. h und a^, 
und pi, p die beiden complementären Winkel, welche A-^A und 
die zu Ä^A normale Nullebene von Ä mit a, oder h bilden. Dann 
ist i =; rf . cotg pj = (i . tg p die rechtwinklige Projection von A^A 
auf a, oder A (Nr. 113); ausserdem ist r ^ rf . cotg X, denn der 
Normalschnitt des bei a rechtwinkligen Dreikants aa^h ist ein 
rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten d und r, in welchem d 
dem constanten AVinkel \ gegenüberliegt (Nr. 113). Aus den beiden 
Gleichungen folgt: 

}- . tg p ^ ; . cotg X. 
Der Abstand r des beliebigen Punktes A von der Hauptaxe A und 
der Tangens des Winkels p, welchen die Nullebene von A mit A 
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bildet, haben demnacli das coustante Produkt l . cotg X (vgl. S. 174). 
Das Nullsystem ändert sich nicht, wenn einer oder jeder der con- 
gruenten Räume so um k gedreht und zugleich parallel zu h yer- 
achoben wird, dass l . cotg X seinen Werth behält. 

117. Wir kehren nochmals zurück zu den homologen Ge- 
raden wi^, Wg von 2^ nnd S^ und ihren rechtwinkligen Projectionen 
w\, w'2 in einer Ebene V], die zu den Verbindungslinien homologer 
Punkte von w^ und il\ parallel ist. Die Punktreihen ii>\, •w'^ 
sind congruent und erzeugen eine Parabel (Nr. 114); aus dem 
Brennpunkte F dieser Parabel aber werden sie durch congruente 
und gleichlaufende Strahlenbüschel projicirt (I. Abth. S. 164). Aus 
der zu V) in J*" normalen Geraden w" werden folglich w\ und w\, 
zugleich aber die Punktreihen y^^ und w^ durch congruente und 
gleichlaufende Ebenenbüschel projicirt. Nun liegen aber je zwei 
homologe Punkte von il\ und w^ in gleichem Abstände von iv" 
auf einer zu w" normalen Ebene (Nr. 115.) Wird also der Raum 
Sj um die Axe w" gedreht, bis die homologen Ebenen jener 
congruenten Büschel sieh decken, so fällt auch jeder Punkt von Wj 
mit dem homologen Punkte von w^ zusammen. Durch eine Drehung 
um M)j kann hernach S^ mit S^ identisch gemacht werden. 

Jede Ortsänderung eines starren Körpers kann demnach auf 
vierfach unendlich viele Arten durch zwei Drehungen um vrind- 
scbiefe Axen bewirkt werden. Die eine dieser Axen ist willkürlich 
annehmbar, die andere ist durch sie bestimmt. 

118, Eine Gerade g^ von 5j verbindet zwei homologe Punkte 
und ist Schnittlinie von zwei homologen Ebenen der beiden con- 
gruenten Räume, wenn sie die entsprechende Gerade g^ von 2^ 
sehneidet. Rechnen wir nämlich den Schnittpunkt Ä^ zu g^ und 
damit zu S^, so entspricht ihm in S^ ein anderer Punkt ^j von 
g^ ; und wenn wir die Verbindungsebene [j-^ von ^^ und g^ zu S^ 
rechnen, so entspricht ihr in S, eine Ebene ft, von g^^. Jede 
Verbindungslinie homologer Punkte A^^, A^ hat als Gerade von 2^ 
oder Sg mit ihrer entsprechenden Geraden den Punkt -4^ resp. 
A^ gemein. 

Durch jeden Punkt gehen und in jeder Ebene liegen zwei 
homologe Gerade g^, g^ der congruenten Räume, wie hieraus leicht 
sich ergiebt. Die Geraden einer beliebigen Ebene, welche ihre ho- 
mologen Geraden schneiden, werden durch zwei congruente Punkt- 
reihen ^^, g^ erzeugt und umhüllen folglich eine Parabel. Die 
Strahlen eines beliebigen Punktes, welche ihre homologen Strahlen 
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schneiden, werden durch zwei congruente homologe Ebeneubäschel 
^,, g^ erzeugt und liegen auf einem Kegel zweiter Ordnung, wel- 
cher einen zu der Hauptaxe A parallelen Strahl hat und von den 
zu h normalen Ebenen in Kreisen geschnitten wird. Der Com- 
ples der Strahlen, welche mit ihren homologeu ineident sind, ist 
somit ein quadratischer; er enthält alle unendlich fernen und alle- 
zu der Hauptase h parallelen Strahlen und hat A zum Doppel- 
strahle. Die congruenten Räume Sj, S^ erzengen diesen Strahlen- 
complex sowohl durch ilire homologen Punkte als auch durch ihre 
homologen Ebenen. 

119. Die congruenten Räume erzeugen auch dann einen qua- 
dratiseheu Strahlencomplex und bestimmen ein Nullsystem, wenn 
ihre homologeu Punkte unendlich nahe bei einander liegen. Für 
diesen ein t'ae bereu Fall gilt das Folgende. 

Bei einer unendlich kleinen Orteandernng eines starren Kör- 
pers S bewegen sieh die Punkte von S i. Ä. auf Strahlen eines 
quadratischen Complexes {Nr, 118), Ein beliebiger Punkt A des 
Körpers und die Ebene a, welche in A zu der Bewegungsricbtung 
von A normal ist, sind in einem bestimmten Nullsysteme einander 
zugeordnet (Nr. 116). Die Ebenen, welche durch je einen Punkt 
eiuer Geraden oder Ebene von S gehen und auf dessen Bewegungs- 
richtung normal sind, schneiden sich in der zugeordneten Geraden 
resp. in dem Nullpunkte der Ebene. Dieser Nullpunkt ist der 
einzige Punkt der Ebene, dessen Bewegungsricbtung zu der Ebene 
normal ist. Die Bewegungsrichtungen von drei beliebigen Punkten 
A^ B, C des Körpers sind nicht von einander unabhängig, viel- 
mehr müssen die zu ihnen in resp. A, B und C normalen Ebenen 
a, ß, Y sich in einem Punkte der Ebene ABC schneiden, nämlich 
in dem Nullpunkte der Ebene. 

Jede Gerade, die zu der Bewegungsrichtung eines ihrer Punkte 
normal ist, gehört zu den Leitstrahlen des Nulisystemes uud ist 
zu den Bewegnngsricbtungen aller ihrer Punkte normal. Wenn 
also eine Strecke von gegebener Länge sich so bewegt, dass sie 
normal bleibt zu der einen der beiden Curven, welche ihre End- 
punkte beschreiben, so bleibt sie auch zu der anderen Curve nor- 
mal. Und construirt man auf irgend eiuer Kegel- oder Regel- 
fläche zwei Curven so, dass sie die Geraden der Fläche rechtwink- 
lig schneiden, so begrenzen diese Curven auf den Geraden Strecken 
von gleicher Länge. 

120. Die Hauptase h des Nulisystemes verschiebt sich bei 
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<ler unendlich kleinen Ortsänderung des Körpers in ihrer eigenen 
Richtung; die Ortsäuderung kann als eine unendlich kleine Schrau- 
benbewegung um die Hauptaxe lufgefasst werdeü. Die Haupt- 
axe schneidet die Linie dps kürzesten Abstandes von je zwei ein- 
ander zugeordneten Geriden rechtwinklig (Seite 171), kann also 
construirt werden, wenn \<m drei beliebigen Punkten Ä, B, C 
des Körpers die Bewegungsriehtungen und damit die Nullebenen 
a, ß, 7 bekannt sind; denn den Geraden Äß, BC, CA sind die 
resp. Geraden aß, ßy, fo. zugeordnet, 

121. Die Axen des Nullsystemes bilden denselben quadra- 
tischen Complex, wie die Strahlen, auf denen die Punkte des Kör- 
pers bei der unendlich kleinen Ortsänderung sich bewegen. Denn 
jede dieser Axen ist in einem ihrer Punkte zu dessen Nullebene nor- 
mal (Seite 175), enthält also die Bewegungsrichtung dieses Punktes. 
Die Punkte einer Geraden bewegen sich i. Ä. auf den Strahlen 
einer parabolischen Regelschaai- (Nr. 108); nur dann bewegen sie 
sich auf den Tangenten einer Parabel, wenn die Gerade dem qua- 
dratischen Complexe angehört (Nr. 118). Jede Ebene des Körpers 
dreht sieh bei der Ortsändervmg um einen Strahl dieses Complexes 
(Nr. 118); Chasles nennt diesen Strahl die ,, Charakteristik" der 
Sbene. Die Punkte einer beliebigen Ebene, deren Bewegungsrieh- 
tungen in dieser Ebene enthalten sind, liegen auf einem Complex- 
strahle, uämlich auf der Charakteristik der Ebene; die Polare dieses 
Strahles bezüglich des Nullsystenies schneidet die Ebene in deren 
Nullpunkte rechtwinklig (Nr. 119). Die unendlich kleine Orts- 
änderung des Körpers kann bewirkt werden durch unendlich kleine 
Drehungen um zwei Axen g, g^, die bezüglich des Nullsystenies 
einander zugeordnet sind; durch eine kleine Drehung um g können 
nämlich die Ortsänderungen der Punkte von p^ bewirkt werden 
(Nr. 117), sodann aber diejenigen aller übrigen Punkte des Kör- 
pers durch Drehung um g^. 

122. Wenn fünf Punkte eines starren Körpers auf fünf ge- 
gebenen Flächen sich bewegen sollen, so ist der Körper noch be- 
weglich; seine Punkte aber können sich in jedem Momente nur 
in je einer bestimmten Geraden bewegen. Denn errichten wir auf 
den fünf Flachen in den zugehörigen fünf Punkten die Normalen, 
so sind diese jedenfalls zu den Bewegungsrichtungen der fünf 
Punkte normal, also Leitstrahlen des Nullsystemes, welches durch 
eine unendlich kleine Ortsänderung des Körpers bestimmt ist 
(Nr. 119). Aber die fünf Leitstrahlen bestimmen i. A. sehoa 
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das Nullsystem (Seite 169). Gonstruirt man mit ihrer Hülfe die 
Nullebene eines beliebigen Punktes des Körpers, so ist diese zu 
der Bewegungsriehtung des Punktes normal. 

123, Wenn nur vier Punkte des starren Körpers auf beliebig 
gegebenen Flächen sieh verschieben, so bewegen sich seine übrigen 
Punkte in jedem Momente in Richtungen, die auf je einer be- 
stimmten Ebene liegen. Die Normalen der vier gegebenen Flächen 
in den zugehörigen Punkten bestimmen nämlich eine lineare Con- 
gruenz (Seite 180); der Strahl dieser Cougruenz aber, welcher 
durch einen beliebigen Punkt A des Körpers geht, ist normal zu 
den Richtungen, iu denen A sich bewegen kann. Nur wenn A 
auf einer der beiden Axen der Cougruenz liegt, wird dieser Strahl 
uiil)estimmt, liegt aber in der Verbindungsebene a. von A mit der 
auderen Axe; in diesem Falle bewegt sich A in der zw v. nor- 
malen Richtung. 

Mit zwei merkwürdigen periodischen Bewegungen eines starren 
KÖipei"s werden wir uns weiter unten beschäftigen. 



CabiscJie Bauiiiciu'veu oud geoinetrisclie VerwandtHcliafteu zweiten dtradea. 

124. Ein veränderliches wiudsehiefes Viereck bewege sieh so, 
dass seine vier Kanten a, a,, a^, a^ sich um die resp. festen Punkte 
Ä', iSj, Sg, Sg drehen, und dass drei Eckpunkte a%, a,«^ und 
a^a^ in den resp. festen Ebenen s^, s^, Sg fortgleiten. Dann be- 
sehreibt der vierte Eckpunkt aa^ eine durch S und S^ gehende 
cubisehe Raumcnrve (Seite 192), die drei ersten Eckpunkte aber 
besehreiben drei Kegelschnitte, und alle vier Curven gehen durch 
den Schnittpunkt der drei Ebenen s^, e^, e^. Der Satz erleidet 
Ausnahmen, wenn die vier Punkte S, ö, , S2, S^ in einer Ebene 
liegen, oder wenn die drei Ebenen :,, e^, s^ iu einer Geraden sich 
sehneideu. Wie lautet der analoge Satz für ein veränderliches 
räumliches «eck? 

125. Drei Ebenenbüschel u, Uj, w^ seien so auf einander be- 
zogen, dass jede Ebene von u auf den entsprechenden beiden 
Ebenen von u^ und w^ senkrecht steht. Dann liegen die Schnitt- 
punkte von je drei homologen Ebenen der Büschel auf eiuer cu- 
bischen Ranmeurve, von welcher die Axen u, «,, % drei Sehnen 
sind (Seite 197). Welche Ausnahme tritt ein, wenn die Are u 
mit der Richtung der Axe lt^ (oder u^) einen rechten Winkel 
bildet? 
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126 E? giebt hodistens zwei reelle Punkte aus welchen drei 
-beliebige Gerade w u^ m, durch drei zu einander rechtwinklige 
Ebenen projiciit werden 

127 Eine Piinktreihe ;r und ein Ebenenbnschel Wj sind pio 
jectiy auf euiandei bezogen und ihie Tri^er sind nicht zu ein- 
ander rechtwinklig Fallt man dann \\ii jedem Punkte \on u 
eine Senkrechte luf die entsprechende Ebene von Ui sn liegen 
die Fusspunkte aller dieser feeukiechteu aut emei cubischen Raum- 
curve, ton welcher die (geraden ii und u^ zwei behnen sind 
(Seite lös) Eine unendlich lerne uneigentliche behne dei Eium- 
enrve lässt «ich leicht angeben die Cuive M daher eine räum 
liehe Ellipse. 

128. Fällt man aus einem beHebigen Punkte Normalen auf 
die Strahlen einer parabolischen Kegelschaar, so liegen deren Fuss- 
punkte auf einer cubiachen Ellipse {Nr. 127; vgl. I. Abth. S. 207). 
Die Normalen bilden einen Kegel zweiter oder dritter Ordnung, 
jenachdem der Punkt auf einem Strahle der Regelachaar liegt 
oder nicht. 

129. Fällt man aus jedem Punkte einer Geraden auf seine 
Polare bezüglich einer beliebigen Fläche zweiter Ordnung eine 
Normale, so liegen diese Normalen i. A, auf einem gleichseitigen 
Paraboloid, und ihre Fusspunkte auf einer cubisehen Ellipse (Nr. 127). 

130. Projicirt man jeden Punkt einer Geraden rechtwinklig 
auf drei beliebige Gerade oder Ebenen und verbindet die Projec- 
tionen, so erhält man die Schmiegungsebenen einer cubisehen 
Raumcurve, und zwar einer räumlichen Parabel. 

131. Wenn die beiden Schenkel eines veränderlichen Winkels 
an je zwei festen, windsehiefeu Geraden hingleiten, und zugleich 



seine Ebene um eine feste Gi 
rade sich dreht, so beschreibt 
sein Scheitelpunkt eine cubische 
Raumcurve, von welcher die fünf 
gegebenen Geraden Sehneu sind 
■(Seite 197). 



sein Scheitelpunkt auf einer 
festen Geraden sich bewegt, so 
beschreibt seine Ebene einen cu- 
bisehen Ebenenbüsehel, von wel- 
chem die fünf gegebenen Gera- 
den Axen sind. 



Doch darf die fünfte feste Gerade keine der vier ersten sehneiden, 
und diese dürfen in keiner Regelschaar liegen. 

132. Mittelst collinearer Strahlenbündel eine cubische Raum- 
curve zu construiren, von welcher gegeben sind: a. zwei Punkte 
und vier Sehnen, oder b. drei Punkte und drei Sehnen, oder c. 
fünf Punkte und eine Sehne. 
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133. Als Schnitt von zwei £ege!n zweiter Ordnung eine eu- 
bische Raumeurve zu construiren, von welcher gegeben sind: a. 
sechs Punkte, oder b. fünf Punkte und die Tangente von einem 
derselben, c. vier Punkte und die Tangenten von zwei derselben, 
d. drei Punkte und deren Taugenten, e. drei Punkte und die Tan- 
genten und Sehmiegongs-Ebenen von zwei derselben. 

1 34. Als Erzeugniss von drei projectiven Ebenenbüscheln eine 
cn bische Raumeurve zu construiren, von welcher gegeben sind: 
a. drei Punkte und drei Sehnen, oder b. drei Punkte, die Tan- 
gente und Schmiegungs-Ebene von einem derselben und zwei 



135. Bei besonderer gegenseitiger Lage der gegebenen Stücke 
bieten die letzten drei Aufgaben (Nr, 132 bis 134) Ausnahmen dar 
oder werden unbestimmt. Sind z. B. von einer cubischen Raum- 
eurve zwei Punkte und vier Sehnen gegeben, so artet die Curve 
aus, wenn eine der vier Sehnen die drei übrigen oder auch die 
Verbindungslinie der beideu Punkte schneidet; die Curve wird ent- 
weder unmöglich oder unbestimmt, wenn durch einen der beiden 
gegebeneu Punkte eine Gerade gelegt werden kann, welche drei 
von den vier Sehnen sehneidet. Für jeden Fall der Aufgaben 132 
bis 134 sind die Ausnahmen anzugeben. 

Ausserdem sind die reciproken Aufgaben für cubische Ebenen- 
büschel aufzustellen und zu lösen. 

136. Die Schmiegungs ebenen einer räumlichen Parabel sehnei- 
den deren Äxeneongruenz in affinen Feldern und werden von den 
Äxen der Parabel in homologen Punkten projeetiv ähnlicher Punkte 
reihen geschnitten, weil die cubische Parabel eine unendlich ferne 
Schmiegungsebene bat. Unter den Äsen der Parabel aber giebfc 
es eine ausgezeichnete a, auf welcher zwei beliebige Schmiegungs- 
eheneu eine kleinere Strecke begrenzen, als auf jeder anderen Äxe. 
Werden nämlich die projeetiv ähnlichen P.unktreihen , ohne dass 
die Richtungen ihrer Träger, der Axen, sich ändern, so verschoben, 
dass irgend welche homologe Punkte zusammenfallen, so erzeugen 
sie hernach einen Büschel paralleler Ebenen*); zu diesen Ebenen 
aber ist die Äxe a normal und somit leicht zu construiren. Die 



*) Die homologen Geraden der affinen Schmiegungsebenen Dämljch 
bilden je eine paraboloidische Eegelschaar, und deren Leitgeraden erzeugen, 
nachdem sie wie oben angegeben verschoben sind, einen Büschel paralleler 
Strahlen (Nr. 30). Daraus folgt leicht obiger Satz. 
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paralleleu, zu a normalen Ebeuen gehen dureli die unendlich ferne 
Tangente a der räumlichen Parabel, weil die mit a' ineidenten 
Axen unendlich fern liegen. Die unendlich fernen Geraden der 
Schmieguugsebenen entsprechen in den affinen Feldern einancier 
und zugleich der uneudlich fernen Tangente «'. Die Kauptasen 
der X. ^ Paraboloide, welche die Schmiegungsebenen berühren und 
durch die anagezeichnete Axe a gehen, schneiden a rechtwink- 
lig (Nr. 30). 

Solche Axen der räumlichen Parabel, welche die Schmiegungs- 
ebenen in congruenteu Punktreihen schneiden, bilden gleiche Win- 
kel mit der ausgezeichneten Axe a; und umgekehrt. Denn sie 
sind, wie aus dem Vorhergehenden folgt, den Strahlen eines Bo- 
tationskegels parallel, dessen Rotationsaxe mit a gleiche Richtung 
hat. Da diese Axen sonach durch die Punkte eines unendlich 
fernen Kegelschnittes gehen, welcher mit der unendlich fernen 
Tangente a' keinen reellen Punkt gemein hat, so werden sie von 
den eigentlichen Schmieguugsebenen der Parabel in den Punkten 
affiner Ellipsen geschnitten. Die Mittelpunkte dieser Ellipsen 
liegen auf der ausgezeichneten Axe a (Ralphen); denn sie sind 
homologe Punkte der Schmieguugsebenen, weil sie die Pole ihrer 
homologen unendlich fernen Geraden sind, und die Axe, auf wel- 
cher sie demnach liegen, fällt mit a zusammen, weil sie mit a 
den Pol der Tangente a' bezüglich des unendlich fernen Kegel- 
schnittes gemein hat. 

137. Wenn also vier Punkte einer Geraden ^ ohne ihre Ab- 
stände zu ändern in vier beliebigen Ebenen sich bewegen, so be- 
schreiben sie und die übrigen Punkte der Geraden affine Ellipsen 
(Mannheim, Comptes Rendus 1873). Diese Ellipsen liegen in den 
Schmieguugsebenen einer räumliehen Parabel und der Ort ihrer 
Mittelpunkte ist deren ausgezeichnete Axe a. Die Gerade g be- 
schreibt eine Fläche vierter Ordnung (Seite 231), deren Erzeu- 
gende zu den Strahlen eines Rotationskegels parallel sind. Wenn 
drei Punkte einer Geraden g in festen Ebenen sich bew^en, so 
beschreibt ein beliebiger vierter Punkt von g ein Ellipsoid (Dupin). 
Die beschriebene Fläche hat nämlich mit einer beliebigen Schnitt- 
ebene eine Ellipse gemein. Das Ellipsoid hat, wie leicht einzusehen, 
den Schnittpunkt der drei festen Ebenen zum Mittelpunkt, und 
geht in eine Ebene über, wenn dieser Punkt unendlich fern liegt. 

unter den Schmiegungsebenen einer räumliehen Parabel giebt 
«e eine ausgezeichnete, auf welcher drei beliebige Schmieguugs- 
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ebeuen ein kleineres Dreieck umgrenzen, als auf jeder anderen.- 
AVie eonatrnirt man sie? 

138. Eine cubische Raum cur ve wird aus jedem ausserhalb ge- 
legenen Punkte P durch einen Kegel dritter Ordnung projicirt, 
welcher einen eigentlichen oder uneigentlicheD „ Doppel strahl " be- 
sitzt, nämlich die durch F gehende Sehne. Die Tangenten der 
Baumcarve bilden eine Fläche vierter Ordnung {Seite 232); folg- 
lieh ist jener Kegel von der vierten Classe. Jede durch P gehende 
Schmiegungs- Ebene der Raumcurve ist eine stationäre Berührungs- 
ebene des Kegels. Es giebt deren mindestens eine und höchstens 
drei, und im letzteren Falle liegen die zugehörigen drei „Wende- 
strahlen" des Kegels dritter Ordnung in einer Ebene (Seite 208). 
Liegt der Punkt P auf einer Tangente der cubisehen Raumcurve, 
so hat der Kegel einen „Rückkehrstrahl" in dieser Tangente. 

139. Zwei einer cubisehen Raumcure Jc^ eingeschriebene Drei- 
ecke werden aus einem beliebigen Punkte von k" durch zwei Drei- 
kante projicirt, welche einem Kegel zweiter Ordnung eingeschrieben 
und folghch (Seite 122) einem anderen Kegel zweiter Ordnung 
umschrieben sind. Daraus folgt (vgl. Seite 226): Eine cubische 
Raumcurve und ein ihr eingeschriebenes Tetraeder werden von 
einer beliebigen Ebene in einem Dreieck und einem Vierseit ge- 
schnitten, welche eine Curve zweiter Ordnung umschrieben sind, 
(Chasles in Liouv. Journ. 1857, p. 400.) 

Ist einer cubisehen Raumcurve ein einfaches Siebeneck 
1234567 eingeschrieben, so schneiden dessen Kanten die ihnen 
gegenüberliegenden Flächen in den Eckpunkten eines anderen ein- 
fachen Siebenecks, welches dem ersteren um- and zugleich einge- 
schrieben ist. Z. B. die Kanten 23, 34, 45 schneiden die resp. 
Flächen 5t>7, 671, 713 in den drei Punkten, welche mit dem 
Punkte 7 in einer Ebene liegen, wie sieh sofort ergiebt, wenn 
man aus 7 das Sechseck 123456 durch ein (Pascal'sches) Seehs- 
kant projicirt. 

140. Zwei projective cubische Raumcurven erzeugen i. Ä. eine- 
Regelfläche sechster Ordnung. Wenn sie aber wPunkte entsprechend 

I haben , so erzeugen sie eine Fläche {0 — n) ter Ordnung. 

141. Soll zwischen zwei ebenen Feldern V] und vjj eine geo- 
metrische Verwandtschaft zweiten Gerades aufgestellt werden, so 
können nicht nur irgend zwei eigentliche Dreiecke derselben als 
Hauptdreieeke (d. h. die Eckpunkte derselben als homologe 
Hauptpunkte) einander zugeordnet werden, sondern es kann noch. 
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ZU irgend einem Punkte A von -15 der entsprechende Ä, von ■<], 
willkürlich gewählt werden. Dadurch ist aber jedem Punkte P 
von i\ der entsprechende Punkt Pj von r^^ zugewiesen (Seite 240 
und 241). 

142. umschreibt man einem Dreiecke Kegelschnitte, welche 
entweder eine gegebene Gerade berühren oder eine Cnvve zweiter 
Ordnung, die durch zwei Eckpunkte des Dreiecks geht, oder eine 
Curve dritter Ordnung, welche durch zwei Punkte des Dreiecks 
geht und den dritten zum Doppelpunkt hat, oder endlich eine 
Curve vierter Ordnung, welche jeden Eckpunkt des Dreiecks zum 
Doppelpunkt hat: so werden je zwei dieser Kegelschnitte von den 
übrigen projeetiv geschnitten. Wird nämlich die Ebene der Kegel- 
schnitte auf ein anderes ebenes Feld geometrisch bezogen, so dass 
die drei Hauptpunkte der Ebene mit den Eckpunkten des Drei- 
ecks zusammenfallen, so entsprechen jenen Kegelschnitten die Tan- 
genten einer Curve zweiter Ordnung. 

143. Wenn von fünf, einem Dreicke WW umaehriebenen 
Kegelschnitten vier gegeben sind, und der fünfte der Bedingung 
genügen soll, dass die vier erstereu ihu noch in vier harmonischen 
Punkten schneiden, so umhüllt er im Allgemeinen eine gewisse 
Curve vierter Ordnung, welche auch die vier ersten Kegelschnitte 
berührt und die Eckpunkte des Dreiecks UVW zu Doppelpunkten 
hat (Nr. 142). 

144. Besteht zwischen zwei ebenen Feldern v; und '*), eine 
geometrische Verwandtschaft zweiten Grades, so können die Ge- 
raden von Tj, welchen in tjj je eine Ellipse entspricht, leicht von 
den übrigen unterschieden werden, welchen je eine Parabel oder Hy- 
perbel entspricht. Man suche in -r, den Kegelschnitt 0, welcher der 
unendlich fernen Geraden s, von vjj entspricht; einer beliebigen 
Geraden </ von '<; entspricht alsdann in v]^ eine Ellipse, Parabel 
oder Hyperbel, je uachdem g mit c keinen reellen Punkt, einen 
Punkt oder zwei Punkte gemein hat. 

146. Jeder Curve zweiter Ordnung, welche dem Hauptdrei- 
eck eines ebenen Feldes t] eingeschriebeu ist, entspricht in dem 
quadratisch verwandten Felde vj^ eine Curve vierter Ordnung, 
welche die drei Hauptpunkte von r^ zu Rückkehr punkten (Spitzen) 
hat. Die Tangenten dieser drei Rückkehrpunkte schneiden sich 
in einem Punkte. Denn welche drei Geraden entsprechen ihnen 
in '1? 

146. Wenn eine ebene Curve wter Ordnung mit einem Kegel- 
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schnitt im Allgemeinen und höelisteus 2 n Punkte gemeiu liat, 
so läast sich leicht der Satz ableiten; Jeder Curve «ter Ord- 
nung eines Feldes ■'] entspricht in einem quadratisch verwandten 
Felde T], eine Curve 2nter Ordnung; wenn aber die erstere Curve 
einmal oder mehrmals durch einen Havipipuakt von t] geht, so 
enthält die letztere ebenso oft die entsprechende Hauptlinie von 
i][ und zerfällt in diese Hauptlinie und eine Curve uiedrigerer 
Ordnung. 

147. Wenn zwei quadratisch verwandte Felder die Punkte 
ihrer Schnittlinie entsprechend gemeiu haben, so liegen auf der 
letzteren zwei einander zugeordnete Hauptpunkte der Felder 
(Seite 240). Die Verbindungslinien homologer Punkte schneiden 
dann die beiden Verbiudungshnien der übrigen Paare zugeordneter 
Hauptpunkte. Diesen besonderen Fall der quadratischen Verwaudt- 
schaft hat Jacob Steiner in seiner „Systemat. Entwiekelung " 
S. 251 — 295 mit gewohnter Meisterschaft eingehend untersucht. 



Culiisciie Ordnuugscurven einet« Snllsjstemes oder linearen Strahleu- 
complexes. 

148. Als „Ordnuugscurve" oder „NuUcurve" eines Nutl- 
sjstemes und des linearen Complexes seiner Leitstrahlen bezeich- 
nen wir jede Raumcurve, deren Punkte ihre eigenen Schraiegungs- 
ebenen zii Nullebenen haben, und deren Tangenten und Sehmie- 
gungsstrahlen folglich in dem Complese enthalten sind. Jede 
cubisehe Raumcurve ist Ordnungscurve eines durch sie bestimm- 
ten Nullsystemes, gleichwie jeder Kegelschnitt die Ordnungscurve 
eines polaren Feldes ist. Während aber das polare Feld nur eine 
Ordnungscurve hat, giebt es im Nullsysteme siebenfach unendlich 
viele cubisehe Ordnungscurven. Wir wollen die gegenseitige Lage 
dieser Curven und ihre Constructiou näher erörtern. 

149. Eine cubisehe Raumcurve ist Ordnungscurve eines Null- 
systemes, wenn sie fünf Leitstrahlen desselben berührt, oder wenn 
-sie zwei beliebigen Ebenen a, ß in deren Nullpunkten A, B sich 
anschmiegt uud einen nicht durch A oder B gehenden Leitstrahl 
c berührt. Sie bestimmt nämlich ein Nullsystem, welches mit 
dem gegebenen identisch ist, weil es mit diesem die fünf Leit- 
strahleu gemein hat, oder weil im letzteren Falle bezüglich beider 
Nullsysteme die Gerade c sich selbst, die Geraden AB und aß 
aber einander zugeordnet sind. 
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150, Jeder Kege! A^ zweiter Ordoung, welcher die Nullebene 
a seines Mittelpunktes Ä berührt, enthält unendlich viele cubische 
Ordnnngscurven des Nullsystemes; und zwar geht durch einen be- 
liebigen Punkt B des Kegels allemal eine dieser Ordnnngscnrven. 
Wir wollen dieselbe construiren und damit zugleich den Satz be- 
weisen. 

Sei a der Berührungsstrahl von A^ in der Ebene a, ferner 
ß die Nnliebene von B und b der Strahl von ß, welcher den Kegel 
in B berührt. Danu wird die gesuchte Ordnungscurve aus B durch 
einen Kegel zweiter Ordnung projicirt, welcher die Ebenen ß und 
Ba in den resp. Strahlen b und BA tangirt. Diesen Bedingungen 
genügen aber alle Kegel eines Büschels, und es giebt daher -x;' 
cubische Raumcurven auf A^, welche in A und B die resp. Ge- 
raden a and b berühren, und den resp. Ebenen a und ß sich an- 
schmiegen. Jede dieser Raumcurven k^ geht in die anderen über 
durch die perspectiven Collineationen, welche A zum Centrum und 
ß zur CoUineatiousebene haben. Homologe Tangenten der Raum- 
curven Ä* liegen demnach allemal in einer Berührungsebene X des 
Kegels A^ und schneiden die CoUineatiousehene ß in einem und 
demselben Punkte P. Weil nun die gesucht« Ordnungscurve lau- 
ter Leitstrablen des Nullsystemes zu Tangenten hat, 30 ist sie 
diejenige Curve k^, welche die Verbindungslinie c von F und dem 
Nullpunkte der Ebene a berührt. Diese cubische Raumcurve ist 
in der That eine Ordnungscurve des Nullsystemes, denn sie be- 
rührt den Leitstrahl c und schmiegt sich den Ebenen a, ß in 
deren Nullpunkten A, B an (Nr. 149). 

Um sie zu construiren, gehen wir aus von irgend einem Kegel 
B^ zweiter Ordnung, welcher die Ebenen ß und Ba in resp. b und 
BA tangirt; derselbe hat den Mittelpunkt B und schneidet den 
Kegel ji^ in der Geraden AB und iu einer der cubischen Raum- 
curven &', Wir bringen nun zwei Berührungsebenen von A^ und 
B^, deren Berührungsstrahlen mit ^ß in einer Ebene liegen, zam 
Schnitt in einer Geraden (; danp ist t eine Tangente von k^. Ver- 
binden wir den Nullpunkt der Ebene At mit dem Schnittpunkte 
P von t und ß darch eine Gerade c, so berührt c den Kegel A^ 
und zugleich die gesuchte Ordnungscurve in einem Punkte C 
Die cubische Ordnungscurve tangirt die Geraden a, b, e in den 
resp, Punkten A, B, C und ist dadurch völhg bestimmt. 

151. Zwei windschiefe Leitstrahlen «, h werden in zwei auf 
ihnen gegebenen Punkten A, B von einfach unendlich vielen 
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cubischen Ordnungscurven des Nullsjstemes berührt. Deuu jeder 
Kegel Ä^ zweiter Orduuug, welcher in a die Nullebene von A 
und in AB die Ebene Ab berührt, enthält eine dieser Ordnungs- 
curven (Nr. 150). Jeder Punkt A ist der Mittelpunkt von oc* 
Kegeln zweiter Ordnung , welche die NuHebene von A berühren ; jeder 
dieser Kegel aber enthält oc^ cubische Ordnungseurven (Nr. 150). 
Durch den behebigen Punkt A gehen demnach cc" Ordouags- 
curven, überhaupt aber hat das Nullsystem cc' cubische Ordnungs- 
eurven, wie sich ergiebt, wenn A eine Ebene beschreibt. 

152. Jede der cc'' cubischen Ordnungseurven kann durch oc^ 
Collineationen und 'x^ Correlationen in eine beliebige andere über- 
geführt werden; das Nullsystem aber wird durch diese Collineationen 
und Correlationen nicht geändert. Ueberhaupt gehen das Null- 
system und der lineare Complex seiner Leitstrahlen durch oo^" 
Collineationen und oc^" Correlationen in sich selbst über; ihre 
Ordnungseurven aber werden dadurch in einander transformirt. 
Wir wollen diese oc*° Transformationen unabhängig von den 
Ordnungseurven nachweisen. 

153. Sind zwei Räume collinear oder reciprok auf einander 
bezogen, so entspricht jedem in dem einen Räume enthaltenen 
linearen Strahleneomplexe ein linearer Complex in dem anderen 
Räume, Denn von den Strahlen des zweiten Raumes, welche den 
Complexstrahlen des ersten entsprechen, hegt in jeder Ebene 
und geht dnrch jeden Punkt ein Büschel erster Ordnung. Ein 
Nullsystem geht hiernach durch jede ColHneation oder Correlation 
in ein Nullsystem über. 

Ein linerer Strahlencomples ist bestimmt durch ein einfaches 
räumliches Fünfeck, welches fünf Complexstrahlen zu Kauten hat. 
Und um zwei lineare Complexe collinear oder reciprok auf ein- 
ander zu beziehen, brauchen wii nui die beiden sie enthaltenden 
Räume collinear oder reciprok tj auf einandei zu beziehen dass 
irgend zwei einfache, von Strahlen der Comple-?e gebildete Fünf- 
ecke einander entsprechen. Ist eines dieser Funiecke gegeben, so 
kann das andere, wie wir gleich sehen werden noch -y^.'" ver- 
schiedene Lagen annehmen. Zwei lineare Strahleneomplexe oder 
zwei Nullsysteme können also durch cc^*' Collineationen und c^'* 
Correlationen in einander übergeführt werden. 

154. Dass in der That ein Nullsystem cc^" einfache räum- 
liche Fünfecke enthält , deren Kanten Leitstrahlen sind , lässt 
sie wie folgt beweisen. Von einem solchen Fünfecke ABCDE 



Hosted by 



Google 



Cubiaohe OrdnungseucTen eines Nnllsyatemes. 315 

kann ein Eckpunkt A beliebig im Räume, jeder der drei folgenden 
Eckpunkte B, C, D beliebig in der Nullebene des vorhergehenden 
und der letzte Eckpunkt E beliebig auf der Geraden angenommen 
werden, in welcher die Nullebenen von D und Ä sich schneiden. 
Das Fünfeck kann also wirklich 3-|-2 + 2-j-2 + 1-faeh oder 
zehnfach unendlich viele Lagen anuehmen. Ein linearer Strahlen- 
complex enthält :v; '" einfache Fünfecke, deren Kanten aus Com- 
plexstrahlen bestehen. 

155. Durch die dc'" Colli neationen und Correlationen , welche 
zwei lineare Complexe in einander überführen, geht eine cabische 
Ordnungsciirve kf des einen Complexes über in die Ordnungscnrven 
k^ des andern; jede dieser Curven f aber ergiebt sich dadurch 
oc' mal, weil k^ auf x.^ Arten eoUinear oder reciprok auf kf 
bezogen werden kann. Hieraus folgt wiederum, daas ein linearer 
Complex oc' cubische Orduungseurven hat. 

Durch t^i^" Colli neationen und t'" Correlationen gehen ein 
linearer Complex uud das zugehörige NoUsytem in sich selbst, ihre 
oc' cubisehen Ordnungscurveu aber in einander über (Nr. 153). 
Eine NuUcorrelation ist demnach mit ^v.^'* Collineationeu nnd oc"* 
Correlationen vertauschbar ; sie wird durch jede derselben in sich 
selbst übergeführt (vgl. Seite 87). Wir heben unter diesen oc'" 
Transformationen die folgenden hervor. 

166. Das Nullsystem und der Complex seiner Leitstrahlen 
werden in sich selbst transformirt durch die 'k ^ perspectiven Colli- 
neationen, welche einen beliebigen Punkt A zum Centrum und 
dessen Nullebene a zur Colli neationsebene haben. Denn ein be- 
liebiger Complexstrabl achneidet seine homologen Strahlen in einem 
Punkte der Ebene a und liegt mit ihnen nnd dem Centrum A in 
der Nullebene des Punktes, weshalb die homologen Strahlen eben- 
falls Complexstrahlen sind. 

Eine beliebige Ordnungseurve k^ geht durch diese cc' Colli- 
neationen über in -x^^ andere cubische Orduungseurven, die mit k^ 
perspectiv auf einem cubisehen Kegel liegen. Homologe Punkte 
dieser Curven liegen mit A auf je einem Strahle des Kegels, ihre 
homologen Tangenten und Schmiegungseheuen schneiden die Ebene 
a in je einem Punkte resp. einer Tangente einer Curve dritter 
Klasse vierter Ordnung. Die perspectiven Orduungseurven haben 
i. A. drei Punkte von a nebst deren Scbmiegunga ebenen entspre- 
chend gemein. Durch drei beliebige Punkte gehen also unendlich 
viele Ordnnngscurven; dieselben liegen perspectiv auf einem cubisehen 
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Kegel, dessen Mittelpunkt A die Ebene der drei Punkte zur 
Nullebene hat (Montesano). — Wenn k' dnreli A geht, so liegen 
die (x>^ perspectiven Ordnungseurven mit k^ auf einem Kegel A' 
zweiter Ordnung und ihre homologen Tangenten und Sohraiegungs- 
ebenen schneiden die Ebene a. in je einem Punkte resp. einer 
Tangente einer Curve zweiter Ordnnng. 

157. Das Nulkystem und der lineare Complex gehen in sich 
seihst über durch die ■x'' geschaarten Collineationen, welche die 
Punkte und Ebenen von zwei windschiefen Complexstrahlen a, b 
zu Doppelelementen haben. Weil nämlich jede mit a und & inei- 
dente Gerade und jede durch a und b gehende Regelfläehe zweiter 
Ordnung in sich selbst übergeht, so wird ein beliebiger Complex- 
strahl c durch diese Collineationen in die Strahlen der Eegelsehaar 
abc transformirt, welche in dem Complexe enthalten ist. 

Die X, ' cubischen Ordnungseurven, welche die Complexstrahlen 
o, 6 in gegebenen Punkten A, B berühren (Nr. 151), werden durch 
diese ^t ' Collineationen in einander transformirt, Ihre homologen 
Punkte liegen und ihre homologen Schmiegungsebenen schneiden 
sich in je einer mit a und b incidenten Qeraden. Ihr geometrischer 
Ort ist folglich eine Regelfläche zweiter Ordnung, und ihre 
Schmiegungsebenen umhüllen eine andere Regelfläche zweiter 
Ordnung, welche mit jener die Geraden o, b und zwei durch A 
resp. B gehende Schmiegungsstrahlen der Ordnungseurven gemein 
hat. Homologe Tangeuten dieser Ordnungseurven liegen auf je 
einer durch a und b gehenden Fläche zweiter Ordnung. 

158. Die oc'' cubischen Ordnungseurven sind paarweise ein- 
ander zugeordnet in jedem geschaart involutorischen Ranme, dessen 
Involutionsaxen entweder sich selbst oder einander zugeordnet sind. 
Sie sind paarweise reciprok polare Curven bezüglich jeder in dem 
linearen Complexe enthaltenen Regelfläehe zweiter Ordnung und 
bezüglich jedes linearen CompJeses, in Bezug auf welchen jener 
Complex sich selbst zugeordnet ist, 

159. Zwei cubisehe Raumcurven stehen in einer bemerkeus- 
werthen invarianten Beziehung zu einander, wenn die beiden 
linearen Complexe, deren Ordnungseurven sie sind, sich stützen 
(in Involution liegen), d. b. wenn jeder von ihnen sich selbst zu- 
geordnet ist bezüglich des anderen. Sie bestimmen nämlich in 
diesem Falle einen geschaart involutorischen Kaum (Seite 245), 
■und zwar hat jede Ebene bezüglich der beiden Eaunicurven zwei 
Nullpunkte, die in diesem Räume einander zugeordnet sind. Die 
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beiden lüvolutionsaseii des iuvolu torischen Raumes sind bezüglich 
beider Raumeurven einander zugeordnet und trennen die beiden 
Nullpunkte jeder Ebene harmonisch. 

160. Zu einer cnbischen Raumeurve k^ stehen eilffach unend- 
lich viele cubische Raunjcurveu kf in dieser invarianten Beziehung; 
denn der lineare Complex F, von welchem k^ eine Ordnungacurve 
ist, stützt r<c* andere lineare Complexe (Seite 246), und jeder 
von ihnen hat (X.' cubische Ordnungscurven kf. Aber nicht allein 
zu k' sondern zu allen cnbischen Ordnungseurven des Complexes V 
stehen die "c^' Raumeurven k^ in der invarianten Beziehung. 
Zu zwei, drei, vier resp. fünf beliebigen cnbischen Raumcurveu 
stehen i, A. fx.^", x.^, at^ resp. x-'^ andere in jener invarianten 
Beziehung. Die letzteren 3c' eubiachen Raumeurven sind die 
Ordnungseurven eines linearen Complexes. 



Zwei nierkwUrdt^e periodische Bewegungen eioes starreu Körpers. 

161. Ein starrer Körper kann, wie Herr Darboux*) und aiis- 
fuhrlicher Herr Mannheim nachgewiesen haben, sich so bewegen, 
dass alle seine Punkte ebene Cnrven beschreiben, oder auch so, 
dass seine Ebenen Kegel umhüllen. Bei der ersteren Bewegung 
beschreiben die Punkte des Körpers, falls sie nicht in parallelen 
Ebenen sich bewegen, affine Ellipsen, deren Mittelpunkte in einer 
festen Geraden liegen**); bei der letzteren Bewegung des Körpers 
umhüllen seine Ebenen Rotation skegel, deren Axen parallel sind***). 
Beide Bewegungen können als periodische bezeichnet werden , weil 
sie den Körper immer aufs Neue in seine Anfangslage oder in 
eine beliebige seiner Lagen zurückführt. 

Wir wollen die bemerkenswerthesten Ergebnisse Mannheim'» 
in Kürze neu begründen und einige weitere Sätze hinzufügen. 

162. Ein starrer Körper bewege sich so, dass seine Ebenen 
beständig durch je einen festen Punkt gehen, zugleich aber an 
diesen Punkten gleiten. Den besonderen Fall der Rotation des 
Körpers um eine feste Axe, in welchem ja auch seine Ebenen 
beständig durch je einen festen Punkt, ihren Schnittpunkt mit 

*) Darboux in den Comptes Rendus 1881, I p. US— 121. 
**) Mannheim in den Rendiconti del Ciroolo matematico di Palermo 
1889, t. III p, 131—144. 

***) Mannheim im Journal de l'Ecole poljtechnique ISflO, Cah. 60 
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der Axe, gehen, Kchliessen wir also aus. Die festen Gleitpunkte 
der Ebenen liegen bei der angegebenen Bewegung nicht auf einer 
Geraden, sondern erfüllen, wie wir sehen werden, den ganzen 
Raum. Die Möglichkeit dieser Bewegung setzen wir vorläufig vor- 
aus; wir beweisen sie hernach. 

163, Eine beliebige Ebene a des Körpers umhüllt bei dieser 
Bewegung einen Rotationskegel (Darboux). Denn sie behält von 
einer ihr parallelen Ebene a^ und von deren Gleitpunkt A, nn- 
Teränderüchen Abstand, berührt also eine Kugel mit dem Mittel- 
punkte yl,, indem sie zugleich an einem festen Punkte -4 gleitet. 
Die parallelen Ebenen a, a^ umhüllen congruente Rotationskegel, 
welche AAi zur gemeinsamen Rotationsaxe haben. Diese Ase 
enthält die Gleitpunkte aller zu a parallelen Ebenen. 

Eine Ausnahme tritt ein, wenn von den parallelen Ebenen 
die eine und damit jede einen Rotationscy linder umhüllt; die beiden 
Cylinder nämlich haben wohl dieselbe Rotationsaxe, sind aber nicht 
congruent. 

16i. Eine beliebige Gerade g des Körpers bewegt sich ho, 
dass sie mit einer bestimmten Richtung r einen unveränderlichen 
Winkel bildet; ihre successiveu Lagen sind den Strahlen eines 
Sotationskegels parallel, dessen Axe die Richtung r hat. Demi 
weil eine zu ^ normale Ebene einen Rotationskegel umhüllt und 
mit dessen Rotationsaxe einen unveränderlichen Winkel bildet, so 
bildet auch g mit der Richtung r dieser Axe einen constanten 
Winkel. Der Rotationskegel, zu dessen Strahlen die Lagen von g 
parallel sind, artet aus in eine Ebene oder reducirt sich auf seine 
Axe, wenn der constante Winkel ein rechter oder Null ist. 

165. Die Gleitpunkte der Ebenen einer beliebigen Geraden ff 
liegen i. Ä. auf einer cubischen Raumcurve, welche die verschiedenen 
Lagen von g zu Sehnen hat. Denn die cougraenten Ebenenbüschel, 
mit denen der Büschel g während der Bewegung des Körpers nach 
und nach zur Deckung kommt, erzeugen zu je dreien i. A. eine 
cubische Raumcurve (Seite 197), und diese ist der Ort der Gleit- 
. punkte aller Ebenen von g und bat die Axen der erzeugenden 
Büschel zu Sehnen. Die Gerade g bewegt sich so, dass die Ebenen, 
welche sie mit beliebigen festen Punkten der Raumcurve verbinden, 
projective Rotationskegel umhüllen (Nr. 163, vgl, S. 196). Min- 
destens einer von diesen Kegeln hat einen unendlich fernen Mittel- 
punkt und ist ein Rotationscy linder, weil die Curve mindestens 
einen reellen unendlich fernen Punkt hat. 
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166. Zwei beliebige Ebeneu des Körpers umhüllen also bei 
dessen Bewegung zwei projeetive Rotafcionskegel, und ihre Schnitt- 
linie g beschreibt folglich i. A. eine Fläche vierter Ordnung (S. 231). 
Eiu beliebiger Punkt des Körpers beschreibt als Schnittpunkt 
dreier Ebenen i. A, eine Raumcurve achter Ordnung. — Durch 
eine beliebige Gerade 17 des Körpers gebt mindestens eine Ebene 9', 
die bei der Bewegung einen Rotationscylinder umhüllt (Nr. 165). 
Wird durch die Axe /" des Cylinders parallel zu 9' eine Ebene 9 
gelegt, so geht diese beständig durch die Axe f. weil ihr Abstand 
vou 9' sich nicht ändert. 

167. Unendlich viele Ebeneu 9 des Körpers gehen demnach 
bei dieser Bewegung durch je eine fest« Gerade f und haben alle 
Punkte der betreffenden Geraden/' zu Gleitpunkten; zu eiuer be- 
liebigen Geraden (/ ist mindestens eine dieser Ebenen 9 parallei. 

168. Seien nun (pi, 9^ zwei dieser Ebenen, und f^^, f^ die 
beiden festen Geraden, durch welche sie gehen. Dann müssen f^ 
und f^ parallel sein, uud die Schnittlinie s von 9( und 9g be- 
schreibt bei der Bewegung des Körpers einen durch fj und f^ 
gehenden Rotationscylinder. Denn wären f^ und f^ nicht parallel, 
so würden die verschiedenen Lagen von s als Kanten eines un- 
veränderlichen Flächen winkeis, dessen Schenkel durch f^ und f^ 
gehen, den Strahlen eines Kegels vierter Ordnung parallel sein, 
in dem besonderen Falle 

des rechten Flächen winkeis 
aber den Strahlen eines 
orthogonalen Kegels zwei- 
ter Ordnung, dessen cy- 
clische Ebenen zu f^ resp. 
f^ normal und von ein- 
ander verschieden sind 
(I. Äbth. S. 220); sie wä- 
ren also nicht den Strahlen 
eines Botationskegels pa- 
rallel, wie ein früherer Satz 
(Nr.l64) verlangt. -— Jede 
durch s gelegte Ebene 9 Fig. 25. 

des Körpers übrigens geht, 

während s einen durch f^ und f^ gehenden Rotationscylinder be- 
schreibt, beständig durch eine feste Gerade f des Cylinders, weil sie 
mit 9i und 9^ unveränderliche Winkel bildet. (Vgl. Fig. 25, welche 
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den Schnitt des Cylinders und der drei Ebenen mit einer zu s 
normalen Ebene darstellt.) Also: 

169. Die Ebenen (p einer gewissen Geraden s des Körpers 
gehen bei dessen Bewegung durch je eine feste Geratle f; der Ort 
dieser ihrer „Gleitaxen" f aber ist ein von s beschriebener Ro- 
tationscyünder C (Mannheim). Lässt man an diesem unbeweg- 
lichen Cyiinder C einen beweglichen C' von doppeltem Radius, 
welcher s zur Eotationsaxe hat, hinrollen, so bewegen sich die 
Ebenen <p von s, wenn sie fest mit C verbnuden sind, auf die 
angegebene Art, indem sie beständig durch je eine der festen Gleit- 
axen f gehen. Das ergiebt sich leicht aus Fig. 25, weil ja die 
Centriwinkel des grössereu Kreises Peripheriewinkel des kleineren 
sind, und deshalb von beiden Kreisen gieich grosse Bögen ein- 
scbliessen. Der Körper aber nimmt nicht nur an der Rollbewe- 
gung des Cylinders C Theil, sondern er gleitet zugleich in der 
Richtung der festen Geraden f so bin und her, dass eiue belie- 
bige seiner Ebenen beständig durch einen festen Punkt geht (Mann- 
heim). Seine Bewegung setzt sich zusammen aus unendlich kleinen 
Sehraubungen um die veränderliche Berührungs gerade a der Cy- 
iinder C und C Die Orte der veränderlichen Schraubungsase a 
im Räume und in dem sich bewegenden Körper sind die beiden 
Rotationscyliuder C und C. Kein Punkt des Körpers bleibt fest 
und keine seiner Geraden gleitet auf sich selbst. 

170. Die Axen der Rotationskegel, welche die Ebenen des 
Körpers umhüllen, sind zu den Seitenlinien f und s des Cylinders 
C parallel, weil die Ebenen mit der Geraden s des Körpers un- 
veränderliche Winkel bilden. Jede zu s parallele Ebene tp' des 
Körpers umhüllt einen Rotati onscyl Inder, dessen Axe auf dem Cy- 
iinder C und mit s auf einer zu tp' parallelen Ebene liegt. Jede 
zu s parallele Gerade l beschreibt einen Cyiinder vierter Ordnung, 
dessen Normalschnitt eine Kreiseonchoide ist; sie bewegt sich näm- 
lich, während s den Cyiinder C beschreibt, in unveranderliebem 
Abstände von s so, dass die Ebene Is beständig durch eine feste 
Gerade f von C geht (vgl. Fig. 25), Die Horizontalprojectionen 
der Curven, welche die Punkte des Körpers beschreiben, sind dem- 
nach Kreiseonchoidcn, wenn die Gerade s vertical ist (Mannheim). 
Die zu s normalen Ebenen des Körpers bewegen sich auf und 
nieder, ohne dass ihre Stellung (die Lage ihrer unendlich fernen 
Geraden) sich ändert. 

171. Wenn eine Gerade </ des Körpers mit s in einer Ebene ip 
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liegt, SO liegen die Gleitpunkte ihrer übrigen Ebenen auf einem 
Kreise k; der Kreis schneidet die Gleitaxe f von 9 und die suc- 
cessiven Lagen von g, und seine Ebene ist zu f und s normal. 
Sei nämlich x die zu f normale Ebene, welche den Gleitpunkt A 
einer beliebigeu Ebene a. von </ enthält, und seien F und (? die 
Schnittpunkte von k mit resp. f und ff. Die Ebenen a und 9 
bewegen sieh so, dass sie mit einander, mit s (Nr. 170) nnd folg- 
lich auch mit k coustante Winkel bilden; und auch der Kanten- 
winkel AGF, den sie in der Ebene x einschliessen , ist deshalb 
constant. Also beschreibt der Schnittpunkt G von (j uud x in 
der That einen durch A und F gehenden Kreis k; aus gleichen 
Griindeu aber muss jede durch g gelegte Ebene des Körpers an 
ihrem von G verschiedeoen Schnittpunkte mit diesem Kreise glei- 
ten. Der Ort der Gleitpunkte aller durch g gehenden Ebenen 
zerfällt in den Kreis Ic und die Gleitaxe f. Wenn g und s sich 
rechtwinklig schneiden, so zerfallt der Kreis in die unendlich ferne 
Gerade von x {Nr, 170) und eine zu f oormale Gerade. 

Weil die Gleitpunkte paralleler Ebenen auf einer zu f und 
s parallelen, zu x normalen Geraden liegen, nämlich auf der Ro- 
tationsaxe der von den Ebenen umhüllten Kegel (Nr. 163, 170), 
so ergiebt sich aus dem Vorhergehenden: 

172. Die Gleitpunkte der zu einer Geraden jr parallelen Ebenen 
und die Rotationsaxen der von diesen Ebenen umhüllten Kegel 
liegen auf einem Rotationseylinder G (Mannheim), welcher mit 
dem unbeweglichen Cyhnder C eine Gleitaxe f gemein hat. Der 
Cylinder G fällt mit C zusammen, wenn </ zu der Geraden s paral- 
lel ist; er artet aus in eine zu s parallele Ebene, weun g zu s 
normal ist. Die Gleitpunkte der Ebenen einer beliebigen Geraden 
g' liegen (Nr. 165) i. A. auf einer cubiseheu räumlichen Ellipse, 
welche ans dem nnendlieh fernen Punkte des Cylinders C durch 
einen Rotationseylinder projicirt wird; diese Ranmcurve zerfällt, 
wenn g' zu s normal ist, in die unendlich ferne Gerade der zu s 
normalen Ebenen (Nr. 170) und eine gleichseitige Hyperbel. 

173. Zu den zweifach unendlich vielen Richtungen, welche 
die Gerade g annehmen kann, gehören zweifach unendlich viele 
Rotationseylinder G, zu jeder einer. Zwei beliebige G, Gj von 
diesen Cyliudern aber haben mindestens eine zu s parallele Ge- 
rade t gemein, weil sie durch die Gleitpunkte der Ebeuen gehen, 
die zu den entaprechenden beiden Richtungen </, g^ parallel sind. 
Da nicht jeder der oc* Rotationseylinder alle übrigen berühren 
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kann, so dürfen wir annehmen, dass Ö und (?, in t und einer 
aweiten Geraden u sieh schneiden. Dann sind die Punkte von m 
Gleitpunkte von je zwei verschiedenen Ebenen des Körpers, welche 
in zwei Büscheln paralleler Ebenen liegen nnd von denen die eine 
zu ff, die andere zu g^ parallel ist. Die Punkte F von u sind 
folglieh die Gleitpunkte von parallelen Geraden p des Körpers, 
die bei der Bewegung des Körpers beständig durch je einen der 
Punkte P gehen; sie sind zugleich die Gleitpunkte aller Ebenen 
dieser Geraden. Da durch die Geraden p parallel zu einer belie- 
bigen Geraden Ebenen gelegt werden können, so ergiebt sich: 

174. Die oc^ ßotationscylinder G haben mit einander und 
mit dem zu ihnen gehörigen Cylinder C eine Gerade u gemein; 
die Punkte P dieser Geraden aber sind die festen Gleitpunkte ge- 
wisser paralleler Geraden p des Körpers. Die Ebene der paral- 
lelen Geraden ^ geht übrigens durch die ausgezeichnete Gerades; 
denn wäre sie verschieden von der Ebene ms, welche die Gerade 
M zur Gleitaxe hat, so würde jeder Punkt P von u als Schnitt- 
punkt einer Geraden p und der Ebene ms, die beide beständig 
durch ihn gehen, ein unbeweglicher Punkt des Körpers sein, und 
die Bewegung des Körpers wäre eine blosse Drehung um die Axe 
M, gegen die Voraussetzung. — Mit den räumlichen Ellipsen, welche 
die Gleitpunkte der Ebenen je einer Geraden enthalten, hat die 
Gerade m ihren unendlich 
^l fernen Punkt und je einen 

eigentlichen Punkt gemein. 
175. Der Körper be- 
wegt sieh demnach so, dase 
von einem gewissen, starr 
mit ihm verbundenen Pa- 
rallelogramm K K' L' L 
(Fig. 26) eine Seite KK' 
oder s den unbeweglichen 
Rot ationscy linder C be- 
schreibt, während die an- 
stossenden parallelen Sei- 
ten KL und K' L' oder 
p und p' beständig durch 
* Cylinders gehen. Jeder Punkt der 
Geraden FF' = u ist Gleitpunkt einer zu KL parallelen Geraden, 
die ebenso gut wie EL als Seite des Parallelogrammes gewählt 




zwei feste Punkte P, 
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werden kann; K ist deshalb ein ganz beliebiger Punkt der Ge- 
raden s. Die parallelen Geraden p beschreiben, während die Ge- 
rade s zweimal den Cylinder C beschreibt, volle congruente Ro- 
tationskegel, deren Axe u ist; zugleich vollendet der Korper ein- 
mal seine Bewegung. 

176. Dass bei der so bestimmten Bewegung wirklich die Ebenen 
des Körpers an je einem festen Punkte gleiten, lässt sieh nun- 
mehr leicht beweisen. Sei ip eine durch s gelegte Ebene, f ihre 
auf dem Cylinder C liegende Gleitaxe und g ihre Schnittlinie mit 
einer beliebigen Ebene a des Körpers. Die Gerade y liegt mit 
einer der parallelen Geraden j^ in einer Ebene gp, und der Gleit- 
punkt P von p ist zugleich der von gp. Durch P geht eine zu 
f und s normale Ebene x, welche die Geraden f und g in zwei 
Punkten F und G sehneidet. Die Ebenen gf und gp nun be- 
wegen sieb so mit dem Körper, dass sie beständig durch f resp. 
P gehen und mit einander, mit s und mit der Ebene k constante 
Winkel bilden. Auch der Winkel FGF, den sie iu der Ebene x. 
einsehliessen, ist folglich eonstant, und sein Scheite! G beschreibt 
daher einen durch die festen Punkte F und P gehenden Kreis; 
die Ebene a von g aber geht, da aneh sie mit gf einen constan- 
ten Winkel in der Ebene x einschliesst, fortwährend durch einen 
festen Punkt A dieses Kreises. W. z. b. w. 

177. Von den Ebenen eines beliebigen Punktes K der Gera- 
den s liegen die Gleitpunkte, abgesehen von dem Cylinder C, auf 
einer zu s normalen Ebene x. Durch K geht nämlich eine Ge- 
rade p des Körpers, die einen auf u liegenden festen Gleitpunkt 
P hat (Nr. 175); die Gleitpunkte der Ebenen jeder durch K ge- 
legten Geraden g aber liegen mit P auf einem Kreise, dessen 
Ebene x zu s normal ist (Nr. 171) und ihre Lage nicht ändert, 
wenn g um K sich dreht. 

Der Kreis schneidet die Gerade g und den mit s und g in 
einer Ebene liegenden Strahl f des Cylinders C; er ist durch P 
und die beiden Schnittpunkte von x mit g und f bestimmt. Man 
überzeugt sieh leicht, indem man die Lage zunächst von g und 
dann von K ändert, dass jeder Punkt der Ebene x und überhaupt 
jeder Punkt des Raumes Gleitpunkt einer Ebene des Körpers ist. 

178. Wenn ein starrer Körper sich so bewegt, dass von seinen 
Ebenen zwei 9 und tp, beständig durch zwei parallele Gerade f 
und ^ geben und eine beliebige dritte ot an einem festen Punkte 
A gleitet, so umhüllen seine Ebenen je einen Rotationskegel, dessen 
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Axe zu f parallel ist (Maunheiin). Der zugehörige Rotatiouscj- 
liader C geht nämlich durch f, f^ und die Schnittlinie s vou fp 
and cpj; von den Ebeneu der Geraden ccr^^g liegen die Gleit- 
punkte in der Ebene x, welche zu f normal ist und durch A geht, 
und 7,war auf dem Kreise k, welcher Ä mit den Punkten x/" und 
Kjf verbindet (Nr. 171); dieser Kreis aber schneidet den Cylinder 
C in y.f und einem Punkte F, welcher von einer durch deu Puukt 
aipqij = K gehenden Geraden f dea Körpers der feste Gleitpunkt 
ist, und durch welchen die Gerade u des Cylinders C geht. Die 
Bewegung des Körpers ist damit auf die früher (Nr, 175) beschrie- 
bene zurückgeführt, und der Satz bewiesen. 

179. Die festen Punkte, an denen je eine Ebene des Körpers 
gleitet, bilden ein starres System, und wenn ihneu und dem Körper 
irgend eine gemeinsame Bewegung ertheilt wird, so ist und bleibt 
die relative Bewegung des Körpers in Bezug auf dieses System 
die bisher beschriebene. Dem Körper und dem starren Systeme der 
Gleitpunkte nun werde eine gemeinsame Bewegung ertheilt, welche 
der bisherigen Bewegung des Körpers entgegengesetzt ist, sodass 
diese aufgehoben und der Körper in Ruhe versetzt wird. Dann 
bewegt sich das starre Punktsystem so, dass jeder seiner Punkte 
eine ebene Curve beschreibt (Darboux), und zwar in der nunmehr 
festen Ebene des Körpers, deren Gleitpunkt er vorher war. 

180. Die Systempunkte P der Geraden M (Fig. 26) gleiten bei 
dieser Bewegung auf deu nunmehr festen parallelen Geraden p hin 
und her, und der Ilotatiouscylinder C bewegt sich mit dem Systeme 
so, dass diese seine Punkte F auf den Parallelen p gleiten und 
dass er beständig durch die unbewegliche Gerade s geht. Dabei 
rollt der Cylinder C auf dem jetzt unbeweglichen Rotationscylinder 
C von doppeltem Radius, dessen Axe die unbewegliche Gerade s 
ist (Fig. 25) , und gleitet zugleich an C in der Richtnng von s 
so bin und her, dass ein beliebiger seiner Punkte A in einer festen 
Ehene a sich bewegt (Nr. 169). Die Geraden f des Cylinders C 
beschreiben ohne ihre Richtung zu ändern je eine durch s gehende 
feste Eljene 9. In jeder nicht durch s gehenden Ebene bewegt 
sich ein Funkt dea Systemes. 

181. Die Punkte eines starren Korpers beschreiben demnach 
je eine ebene Curve, wenn zwei parallele Gerade f, f^ des Körpers 
in nicht parallelen festen Ebenen <p, fp^ gleiten, und wenn ausserdem 
ein beliebiger Funkt Ä des Köi-pers in einer festen Ebene a sieh 
bewegt (Nr, 178); ebenso, wenn von seinen Punkten irgend zwei 
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P, Pj an parallelen festen Geraden p, p^ gleiten und ein dritter 
A iu einer festen Ebene a sieh bewegt (Nr. 180). In jeder Ebene 
bewegt sich ein Punkt des Körpers. 

182. Die Punkte einer beliebigen Geraden g des Körpers 
gleiten bei dieser Bewegung in den Schmiegungs ebenen einer 
cubischen räumlichen Parabel. Diese Ebenen nämlich werden er- 
zeugt durch je drei der congruenten festen Punktreihen, mit denen 
die Reihe ff bei ihrer Bewegung zusammenfällt. Die Punkte von 
3' beschreiben nach einem früheren Satze (Nr. 137) affine Ellipsen, 
deren Mittelpunkte auf einer ausgezeichneten Axe a der räumlichen 
Parabel liegen, und die Gerade selbst beschreibt eine Fläche vierter 
Ordnung, indem sie mit a einen constanteii Winkel bildet und 
Axe der Parabel bleibt. Da g als Verbindungslinie von zwei be- 
liebigen Punkten des Körpers aufzufassen ist, so folgt hieraus: 

183. Die Punkte des Körpers beschreiben bei dieser Bewegung 
affine Ellipsen (Mannheim), und seine Geraden beschreiben Flächen 
vierter Ordnung. Ausnahmen machen die Punkte der Geraden m, 
welche auf parallelen Geraden hiu und her gleiten (Nr. 180), die 
Geraden des Rotationscylinders C, weiche je eine durch den Strahl s 
gehende Ebene beschreiben, und die übrigen zu s parallelen Ge- 
raden l des Körpers, welche elliptische Cylinder beschreiben. Die 
Punkte einer solchen Geraden l beschreiben congruente Ellipsen in 
parallelen Ebenen. Die elliptischen Cylinder haben die Gerade s 
zur Mittellinie; denn wenn der Rotationscylinder C (Pig. 25) über 
die eine Hälfte des Cylinders C hinrollt, gelangt jede der Geraden 
I in eine Lage l', welche von s denselben Abstand hat wie ihre 
Anfangslage und mit dieser und mit s in einer Ebene Hegt. Die 
Mittelpunkte der von den Punkten des Körpers beschriebenen 
Ellipsen liegen demnach alle auf der Geraden s. 



Lineare StraUencoiiiplexe und ihre Btischel, Bündel und GeltUsclie. 
Projective Erzeugung ciuadratiaclier Stralilencomplexe. 

184, Zwei projective Ebenenbiische] mit windschiefen Axen 
u, u^ bestimmen einen linearen Strahlen comp] ex. Die Geraden, 
welche die Büschel in je zwei involutorisch liegenden Punkt- 
reiben sehneiden, bilden den Complex, und in Bezug auf ihn sind 
die Axen «, % einander zugeordnet, ebenso aber je zwei Gerade 
aß^ und ßa^, in denen zwei paar homologe Ebenen a, a.^ und ß, ß, 
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quadratischen Gewebes; diese Complexe bilden das lineare Gewebe, 
welches dem Complexe F entspricht, und sind i. Ä. durch je zwei 
Complexe des quadratischen Gewebes harmonisch von F getrennt. 
Nur die Complexe des quadratischen Gewebes sind sieh selbst 
conjugirt. 

195. Ein besonders wichtiges quadratisches Gewebe bilden die 
specielien Complexe. Die zu diesem „Hauptgewebe" ü" gehörige 
polare Correlation ordnet jedem linearen Complexe das auf ihm 
ruhende lineare Complexgewebe zu und jedem Büschel, Bündel 
oder Gebüsche linearer Complexe seinen Träger. Zwei Complexe 
sind conjugirt bezüglich des Hauptgewebea , wenn sie sieh stützen 
(vgl. Seite 245), und umgekehrt. Nur die specielien Complexe sind 
sich selbst conjugirt und stützen sieh selbst. 

196. Die Äxen der specielien Complexe eines beliebigen qua- 
dratischen Gewebes bilden einen quadratischen Strahlencomplex. Ein 
Strahlenbüschel erster Ordnung enthält nämlich i. A. zwei dieser 
Axea, weil die specielien Complexe, aus deren Axen er besteht, 
einen Complexbüschel bilden (Seite 248), und weil dieser i. A. zwei 
Complexe des quadratischen Gewebes enthält. Durch die specielien 
Complexe, deren Axen einen beliebigen quadratischen Complex 
ausmachen, gehen, wie sieh zeigen lässt, ausser dem Hauptgewebe 
unendlich viele andere quadratische Complexgewebe; aus der Polaren- 
theorie dieser Gewebe lassen sich die wichtigsten Eigenschaften 
des quadratischen Complexes ableiten*). Wir begnügen uns damit, 
vier verschiedene projeetive Erzeugungen des allg( 
tischen Strahlencomplex es hier angegeben zu haben. 
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